
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books white helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 




über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google -Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Welt zu entdecken, und unterstützt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 



Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 



EX 



E 



Nr. 1. 



6. 
10 
11 

14 

17 

IS 

24 

25. 

36. 
46. 

47. 

53. 
54. 





^issens- 
Ital. u. 

Lat. übers, u. hrsg. v. A. r. Oettingen. 2. Aufl. (141 S.| UJf 2.— . 

Anh. z. 3. u. 4. Tag, 5. u. 6 Tag, mit 23 Fig. im Text. Aus d. Ital. 

u. Latein, übers, u. berausg. v. A. y. Oettingen. 2., unveränderter 

Abdruck. (66 S.) J^ 1.20. 

F. Neamann, Theorie inducirter elektr. Ströme. (1847.) Herausgeg. 
von 0. Neumann. Mit 10 Fig. im Text. (96 S.) Jf 1.50. 
Abbandig. über Yariations -Rechnung. I. Theil: Abhandlungen von 
Joh. Bernonlli (1696); Jac. Bernonlli (1697) u. Leonhard Ealer 
(1744). Herausg.v.P. Stä ekel. Mit 19 Texjtflg. (144 S.) uiT 2.— . 

II. Theil: Abhandlungen von Lagrange (1762, 1770), 

Legendre (1786) und JacoM (1837). Herausgeg. von P. Stäckel. 
Mit 12 Textflguren. (110 S.) Jf 1.60. 

G. F. Gauss, Die Intensität der erdmagnet. Kraft auf absolutes Maß 
zurückgeführt. Herausgeg. von £. Dorn. (62 S.) Jf 1. — . 

J. H. Lambert, An merk, und Zusätze zur Entwesung der Land- und 
Himmelscharten. (1772.) Herausg. v. A. Wanger in. Mit 21 Text- 
figuren. (96 S.) J^ 1.60. 



Grad RR 3 '^ 
QA 

Nf; 66. Lagrange und Gauss, Kartenprojection. (1779 u. 1822.) HerauBg. ZI i 

von A. Wan gerin. Mit 2 Textflguren. (102 S.) Jf^SO. 
, » 60. JaeÖl) SteineP, Die geometeiedien Constructienen, ansgeführt mittels \ tj^ iS*} 
der geraden Linie und eines festen Kreisejs, als Lehrgegenstand auf ' 

höheren Unterriclits- Anstalten u. zur praktischen Benutzung. (1B33.) \^ö^ 
Herausgegehen vou A. v. e 1 1 i n g e n. Mit 26 Textflguren. (85 S.) 
•4fl.20. • . 

» 61. G. Green, Versuch, die math. Analysis auf die Theorien d. Elektric. 
u. des Magnetismus anzuwenden. (1828.) Herausgegehen von A. v. 
Oettingen und A. Wangerin. (140 S.) uif 1.80. 

» 64. C. G. J. JacoM, Üher die vierfach periodischen Functionen zweier 
Variahein, auf die sich die Theorie der Abelschen Transcendenten 
stützt. (1834.) Herausgeg. von .H. Weber. Aus dem Lateinischen 
übersetzt von A. Witting. (4Ö S.) Jf —.70. 

» 66. Georg Bosenhaill, Ahhandl. über die Functionen zweier Variabler 
mit 4 Perioden, welche die Inversen sind der ultraelliptischen Inte- 
grale erster Klasse. (1851.) -Berausgeg. von H. Weber. Aus dem 
Französischen übersetzt von A. Witting. (94 S.) Jf 1.60. 

> 67, A. Göpel, Entwurf einer Theorie der Ahelschen Transcendenten 

erster Ordnung. (1847.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Witting. (60 S.) J^ 1.—. 
» 69. James Clerk Maxwell, über Faradays Kraftlinien. (1866 u. 1866.) 
Herausgegeben von L. Boltzmann. (130S.) J( 2. — . 

> 71. N, H. A1)el, Untersuchungen über die Reihe : 

' w m;(m--l) ^^ , m»(w— 1)' (m — 2) . 



(1826.) Herausgegeben von A. Wangerin. (46 S.) Jf 1.—. 
73. Leonhard Euler, Zwei Abhandig. über sphärische Trigonometrie. 
Grundzüge der sphärischen Trigonometrie und allgemeine sphärische 
Trigonometrie. (1763 u. 1779.) Aus dem Französischen und Latein, 
übersetzt u. herausgegehen von £. Hammer. Mit 6 Fig. im Text. 
(66 S.) Jfi.—. 

75. Axel Gadolin, Ahhandlg. über die Herleitung aller krystallograph. 
Systeme mit ihren Unterabtheil, aus einem einzigen Prinzipe. (Ge- 
lesen den 19. März 1867.) Deutsch herausgeg. von P. Groth. Mit 
26 Textflguren und 3 Tafeln. (92 S.) Jf 1.60. 

76. F. E. Nenmanil, Theorie der doppelt. Strahlenbrech., abgeleitet aus 
den Gleichungen der Mechanik. (1832.) Herausg. v. A. Wangerin. 
(62 S.) ^-.80. 

77. G. G. J. Jaeobi, über die Bildung und die Eigenschaften der Deter- 
minanten. (De formatione et proprietatibus determinantium.) (1841.) 
Herausgeg. von P. Stä ekel. (73 S.) ui? 1.20. 

78. Über die Functionaldeterminanten. (De determinantihus func- 

tionalibus.) (1841.) Herausgeg. von P. Stack el. (72 S.) UJf 1.20. 

79. H. V. Helmholtz, 2 hydrodynamische Ahhandlungen. L Über Wirbel- 
bewegungen. (1868.) •— II. Über discontinuierliche Flüssigkeitsbe- 
wegungen. (1868.) Herausgeg. von A. Wangerin. (80 S.) Jf 1.20. 

80. Theorie der Luftschwingungen In Röhren mit offenen Enden. 

(1869.) Herausgeg. von A. Wangerin. (132 S.) UJT 2.— . 

82. Jaeob Steiner, Systemat. Entwickl. der Abhängigkeit geometr. Ge- 
stalten voneinander, mit Berücksichtig, der Arbeiten alter und neuer 
Geometer über Porismen, Projections-Methoden, Geometrie d. Lage, 
Transversalen, Dualität und Reciprocität usw. (1832.) I. Theil. 
Herausgeg. von A. v. Oettingen. Mit 2 Tafeln und 14 Textflguren. 
(126 S.) u(f2.— . 



Versuch zur Lösung eines Problems 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung 



Von 

Thomas Bayes 

Herausgegeben 
von 

H. E. Timerding 



Mit 3 Textfiguren 



Leipzig 

Verlag von Wilhelm Engelmann 

1908 



tf^^^^^^^^^ 



Vorbemerkung. 

Die folgende Abhandlung, welche das sogenannte Bayes- 
sche Theorem enthält, bildet einen entscheidenden Wende- 
^ punkt in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

^ Sie verwandelte diese Disziplin aus einem bloßen Spiel des 

^ Geistes in eine ernste Wissenschaft, indem sie den Grund für 

c^ die empirische Bestimmung der mathematischen Wahrschein- 

in lichkeit legte und damit die Anwendbarkeit dieses Begi-iffes 

T auf andere Gegenstände als Glücksspiele, bei denen die Wahr- 

te scheinllchkeit oder Chance durch die Bedingungen des Spieles 

Q apriori festgelegt ist, ermöglichte. 

Die Abhandlung ist erst nach des Verfassers Tode durch 
Richard Price herausgegeben worden in zwei Abschnitten, die 
durch Zusätze des Herausgebers stark vermehrt sind. Diese 
Zusätze sind zum Glücke von dem aus Bayes^ hinterlassenen 
Papieren Mitgeteilten deutlich geschieden und in der vorliegen- 
den Übersetzung fortgelassen worden, denn sie enthalten im 
Verhältnis zu dem breiten Raum, den sie einnehmen, nicht 
hinreichend wichtiges Material, um ihre erneute Herausgabe 
zu rechtfertigen. 

Dagegen liegt von Bayes* eigener Arbeit nur ein Teil fertig 
ausgeführt vor. Der Teil, den Price nachträglich veröffentlichte, 
ist zwar der Hauptsache nach vollendet, aber doch wohl nur 
einem Konzepte entnommen. Ein dritter Teil ist völlig unfertig 
überliefert, und Price hat (ob ihm nun die Fähigkeit oder die 
Lust fehlte) die notwendigen Ergänzungen nicht nachgetragen. 
Sie ließen sich aber mit leichter Mühe geben und sind hier 
der Bequemlichkeit wegen direkt in den Text eingefügt, indem 
sie sich so gut wie möglich der Darstellung in den übrigen 
Partien anzupassen suchen. Ebenso sind im zweiten Teile 
zur Vervollständigung der Ableitung ein paar kürzere Zusätze 
eingeschoben worden. Diese Zusätze sind dadurch kenntlich 
gemacht, daß sie in eckige Klammern [] eingeschlossen sind. 
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Erstes Stück. 

(PhiloBophical Transactions, Vol. ö3, 1763, pp. 376-398.) 

Problem. 

Gegeben die Anzahl Male, die ein unbekanntes Ereignis 
eingetreten und ausgeblieben ist. Gesucht die Chance, daß 
die Wahrscheinlichkeit seines Eintretens bei einem einzelnen 
Versuch irgendwo zwischen zwei angebbaren Graden der Wahr- 
scheinlichkeit liegt. . 



Erster Abschnitt. 

Definitionen. 

1. Mehrere Ereignisse sind unvereinbar, wenn das Ein- 
treten eines von ihnen das Eintreten der übrigen ausschließt. 

2. Zwei Ereignisse sind entgegengesetzt, wenn eines 
von ihnen eintreten muß, aber beide zusammen nicht eintreten 
können. 

3. Man sagt, ein Ereignis bleibt aus, wenn es nicht 
eintritt, oder wenn, was dasselbe heißt, das entgegengesetzte 
Ereignis eintritt. 

4. Man sagt, ein Ereignis ist entschieden, wenn es 
entweder eingetreten oder ausgeblieben ist. 

5. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist 
das Verhältnis zwischen dem Werte, welcher einer an das 
Eintreten des Ereignisses geknüpften Erwartung zu geben ist, 
und dem Werte des in diesem Falle erwarteten Gewinnes. 

6. Unter Chance verstehe ich dasselbe wie unter Wahr- 
scheinlichkeit. 

7. Ereignisse sind unabhängig, wenn das Eintreten des 
einen die Wahrscheinlichkeit der übrigen weder vermindert, 
noch vermehrt. 
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Lehrsatz 1. 

Wenn mehrere Ereignisse wavereinhar sind, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß das eine oder andere von ihnen ein- 
tritt , gleich der Sumrne der Wahrscheinlichheiten eines jeden 
von ihnen. 

Vorausgesetzt; daß drei solche Ereignisse existieren, und 
ich, wenn eines von ihnen eintritt, die Summe N erhalte, 
endlich daß die Wahrscheinlichkeiten des ersten, zweiten, 

dritten der Reihe nach ^tf, -t7, -tt sind, dann ist (nach der 

Definition der Wahrscheinlichkeit) der Wert meiner Erwartung 
vom ersten Ereignis a, vom zweiten h und vom dritten c. 
Deswegen ist der Wert meiner Erwartungen von allen dreien 
öt + ^ + c. Aber die Summe meiner Erwartungen von allen 
dreien ist in diesem Falle die Erwartung, die Summe N zn 
erhalten, wenn eines der drei Ereignisse eintritt. Daher ist 
(nach Definition 5) die Wahrscheinlichkeit des einen oder an- 
dern von diesen Ereignissen 

—^— oder - + - + -, 

also die Summe der Wahrscheinlichkeiten eines jeden von 
ihnen. 

Zusatz. Wenn es gewiß ist, daß das eine oder andere 
der drei Ereignisse eintreten muß, dann wird a + 6 + c = iV^. 
Denn in diesem Falle kommen alle einzelnen Erwartungen 
zusammen der bestimmten Erwartung der Summe JV gleich, 
und ihre Werte müssen zusammen N ergeben. Hieraus ist 
einleuchtend, daß die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zu 
der Wahrscheinlichkeit seines Ausbleibens (oder des entgegen- 
gesetzten Ereignisses) addiert das Verhältnis der Gleichheit 
ergibt. Denn dies sind zwei unvereinbare Ereignisse, von 
denen eines eintreten muß. Wenn deswegen die Wahrschein- 

p 
lichkeit eines Ereignisses -^ ist, so ist die seines Ausbleibens 

N 

Lehrsatz 2. 
Wenn an das Eintreten eines Ereignisses eine Erwartung 
geknüpft unrd, so veirhält sich die Wahrscheinlichkeit des Ereig- 
nisses XU der WahrscheinlichJceit seines Ausbleibens wie der Ver- 
lust hei seinem Ausbleiben xu dem Gewinn bei seinem Eintreten. 
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Vorausgesetzt, daß eine Person die Summe N erwartet, 

P 
wenn ein Ereignis von der Wahrscheinlichkeit — eintritt, dann 

ist (nach Definition 5) der Wert ihrer Erwartung P, und wenn 
daher das Ereignis ausbleibt, so verliert sie mit ihrer Erwar- 
tung den Wert P. Wenn es eintritt, erhält sie die Summe 
Nj aber ihre Erwartung hört auf. Ihr Gewinn ist deshalb 

p 
N — P. Da nun die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses —= 

ist, ist die seines Ausbleibens (nach dem Zusätze zu Lehrsatz 1) 

N—P P N—P 

— zr=: — Aber -^ verhält sich zu — r- — wie P zu N — P, 

NN N ' 

d. h. die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses verhält sich zu 
der Wahrscheinlichkeit seines Ausbleibens wie der Verlust bei 
seinem Ausbleiben zu dem Gewinn bei seinem Eintreten. 

Lehrsatz 3, 

Die WahrscheinlichJceit , daß zwei zusammenhängende Er- 
eignisse beide eintreten^ ist das Verhältnis^ das aus der Wahr- 
scheinlichkeit des ersten Ereignisses und der Wahrscheinlichkeit 
des zweiten unter der Voraussetzung j daß der erste eintritt^ 
zusammengesetzt ist. 

Vorausgesetzt, daß ich, wenn beide Ereignisse einti*eten, 

P 
die Summe N erhalte, daß die Wahrscheinlichkeit hierfür -- 

N 

ist, ferner daß die Wahrscheinlichkeit des ersten Verhältnisses 

a I N — a\ 

-^ ist lund folglich die seines Ausbleibens — — — j, und daß 

die Wahrscheinlichkeit des zweiten Ereignisses unter der 

Voraussetzung, daß das erste eintritt, — ist, dann ist (nach 

Definition 5) P der Wert meiner Erwartung, und diese wird 
gleich 6, wenn das erste Ereignis eintritt. In diesem Falle 
ist folglich mein Gewinn durch das erste Ereignis b — P und 
im entgegengesetzten Falle mein Verlust P. Deswegen verhält 

sich nach dem vorigen Lehrsatze — zu — — — , d. h. a zu 

N — a wie P zu b — P, und danach weiter a zu iV wie P 
zu b. Aber das Verhältnis von P zu JV ist aus dem Ver- 
hältnis von P zu b und dem von b zu N zusammengesetzt, 
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also nach dem soeben Gefundenen auch aus dem Verhältnis 

von a zu N und dem von b zu iV, d. h. die Wahrscheinlichkeit, 

daß die beiden zusammenhängenden Ereignisse beide eintreten, 

setzt sich aus der Wahrscheinlichkeit des ersten und der des 

zweiten Ereignisses unter der Voraussetzung, daß das erste 

eintritt, zusammen. 

Zusatz. Wenn daher von zwei aufeinander folgenden 

a 
Ereignissen die Wahrscheinlichkeit des ersten — und die 

Wahrscheinlichkeit beider zusammen -r^ ist, dann ist die 

N 

Wahrscheinlichkeit des zweiten unter der Voraussetzung, daß 

P 
das erste einti'itt, — 
a 

Lehrsatz 4, 

Wenn zwei xicsammenhängende Ereignisse jeden Tag ent- 
schieden werden, tmd jeden Tag die Wahrscheinlichkeit des 

b P 

zweiten -^tf «^^ die Wahrschemlichkeit beider -=:= ist, und ich 

die Summe N erhalte, sowie an dem ersten Tage, an welchem 

das zweite Ereignis eintritt, auch beide Ereignisse zusammen 

eintreten, dann, sage ich, ist gemäß diesen Bedingungen die 

P 
Wahrscheinlichkeit, daß ich N erhalte, — • 

Denn gesetzt zunächst, sie sei — , und es verhalte sich 

^ zu a; wie N — b zu N , 

X 

dann ist, da -- die Wahrscheinlichkeit, daß ich N erhalte, 

X der Wert meiner Erwartung. 

Anderseits ist der Wert dieser Erwartung, da sie von 
dem Zusammentrefifen der beiden Ereignisse abhängt, wofür 

p 
die Wahrscheinlichkeit -^ ist, für den ersten Tag = P. Bleibt 

an diesem Tage der gewünschte Erfolg aus, so bleibt mir die 

Erwartung für die folgenden Tage, die ebensogroß ist wie 

meine anfängliche Erwartung, also den Wert x hat. Da nun 

die Wahrscheinlichkeit für das Ausbleiben des zweiten Ereig- 

JSf—b 
nisses am ersten Tage (nach dem Zusatz zu Lehrsatz 1) — r^ 
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oder -^ ist und hiermit eine verbleibende Erwartung von dem 

Werte x verknüpft ist, so ist der Wert dieser Erwartung von 
vornherein = y. Aber diese letztere Erwartung erschöpft zu- 
sammen mit der Erwartung, die sich an das Eintreten beider 
Ereignisse am ersten Tage knüpft, offenbar meine ganze ur- 
sprüngliche Erwartung, deren Wert x ist. Es ist demnach 

P+y^x. 



Es ist aber weiter 
Deswegen wird 
und 



x ~ N ' 

P__ b_ 

x~ N 



X P 

— (die Wahrscheinlichkeit, daß ich N erhalte) = — • 

Zusatz. Würde ich, bevor es überhaupt bekannt ist, ob 
das erste Ereignis eingetreten ist oder nicht, finden, daß das 
zweite eingetreten ist, so könnte ich hieraus nur schließen, 
daß das Ereignis, von welchem meine Erwartung abhängt, 
entschieden ist, und hätte keinen Grund, den Wert meiner 
Erwartung höher oder niedriger anzuschlagen, als er vorher 
war. Denn würde ich ihn geriüger annehmen, so würde es 
von mir vernünftig sein, wenn ich etwas hingäbe, um mir 
den früheren Stand meiner Erwartung zurückzuerkaufen , und 
das immer wieder, so oft ich erfahre, daß das zweite Ereignis 
eingetreten ist, was doch offenbar unsinnig wäre. Der gleiche 
Widersinn ergibt sich, wenn man sagt, ich müßte meine Er- 
wartung höher werten als zuvor. Denn dann wäre es von 
mir vernünftig, wenn ich für einen kleinen Betrag diese Er- 
wartung nicht gegen meine frühere Erwartung austauschen 
wollte, und das in gleicher Weise immer wieder, so oft (ohne 
daß über das erste Ereignis irgend etwas bekannt ist) ich 
erfahre, daß das zweite Ereignis eingetreten ist. Deswegen 
ist trotz der Entdeckung, daß das zweite Ereignis eingetreten 
ist, meine Erwartung eben so hoch zu werten als vorher, d. h. 
= oj, und daher ist die Wahrscheinlichkeit, daß ich N erhalte 

X P 

(nach Def. 5) immer noch — oder — • Aber nach jener 
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Entdeckung ist die Wahrscheinlichkeit, daß ich N erhalte, die 
Wahrscheinlichkeit, daß das erste der zwei zusammenhängenden 
Ereignisse eingetreten ist, unter der Voraussetzung, daß das 
zweite eingetreten ist, wofür also die Wahrscheinlichkeit den 
oben angegebenen Wert erhält. Nun ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß ein Ereignis eingetreten ist, dieselbe wie die Wahrschein- 
lichkeit, daß ich recht habe, wenn ich sein Eintreten vermute. 
Hiernach ist der folgende Lehrsatz einleuchtend. 

Lehrsatz 5, 
Wenn von zwei zusammenhängenden Ereignissen die Wahr^ 

sehevnMMdt für das zweite -^ und die WahrscheMichkeit für 

P 

beide zusammen -=^ ist^ und man entdeckt, daß das zweite Er- 
eignis wirklich eingetreten ist, so ist für die Richtigkeit der 
Vermutung, daß das erste Ereignis ebenfalls eingetreten ist, die 

P 
Wdhrsclieirüidikeit -7-- 



. Lehrsatz 6. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß mehrere unahhängige Ereignisse 
zusammen eintreten, ist ein VerJiältnis, das sich aus den Wahr- 
scheinlichkeiten aller einzelnen Ereignisse zusammensetzt. 

Denn nach der Natur unabhängiger Ereignisse wird die 
Wahrscheinlichkeit, daß eines eintritt, nicht durch das Ein- 
treten oder Ausbleiben eines der übrigen beeinflußt, und folg- 
lich ist die Wahrscheinlichkeit, daß das zweite Ereignis eintintt, 
unter der Voraussetzung, daß dies für das erste der Fall ist, 
dieselbe wie seine ursprüngliche Wahrscheinlichkeit. Aber die 
Wahrscheinlichkeit, daß irgend zwei Ereignisse zusammen 
eintreten, ist nach Lehrsatz 3 ein Verhältnis, das sich aus der 
Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses und der Wahrschein- 
lichkeit des zweiten unter der Voraussetzung, daß das erste 
eintritt, zusammensetzt. Deswegen ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß irgend zwei unabhängige Ereignisse beide eintreten, ein 
Verhältnis, das sich aus der Wahrscheinlichkeit des ersten 
und der Wahrscheinlichkeit des zweiten zusammensetzt. Und 
ebenso wird, wenn das erste und zweite Ereignis zusammen 
als ein Ereignis angesehen werden, die Wahrscheinlichkeit, daß 
drei voneinander unabhängige Ereignisse zusammen eintreten. 
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ein Verhältnis, das sich aus der Wahrscheinlichkeit, daß die 
ersten beiden eintreten, und der Wahrscheinlichkeit des dritten 
zusammensetzt. Derart kann man fortfahren, wie viele solche 
Ereignisse auch vorhanden sind, woraus die Richtigkeit der 
Behauptung erhellt. 

Zusatz 1. Wenn mehrere unabhängige Ereignisse vor- 
liegen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß das erste eintritt, 
das zweite ausbleibt, das dritte ausbleibt, das vierte eintritt usw. 
ein Verhältnis, das sich zusammensetzt aus der Wahrscheinlich- 
keit des ersten und der Wahrscheinlichkeit für das Ausbleiben 
des zweiten und der Wahrscheinlichkeit für das Ausbleiben 
des dritten und der Wahrscheinlichkeit des vierten usw. Denn 
das Ausbleiben eines Ereignisses kann immer als das Eintreten 
des entgegengesetzten Ereignisses angesehen werden. 

Zusatz 2. Wenn mehrere unabhängige Ereignisse vor- 
liegen, und die Wahrscheinlichkeit eines jeden a ist, die 
Wahrscheinlichkeit seines Ausbleiben hingegen &, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß das erste eintritt, und das zweite aus- 
bleibt, das dritte wieder ausbleibt, das vierte eintritt usw., 
gleich abha • ' ' Denn wenn nach der Bezeichnungsweise der 
Algebra a ein Verhältnis und b ein anderes bezeichnet, so 
bezeichnet abba das Verhältnis, das sich aus den Verhältnissen 
a, &, bj a zusammensetzt. Dieser Znsatz ist deswegen nur 
eine andere Formulierung des vorhergehenden. 



Definition. 

Wenn infolge gewisser Umstände eine Wahrscheinlichkeit 
dafür entsteht, daß ein bestimmtes Ereignis eintritt, so nenne 
ich sein Eintreten oder Ausbleiben infolge von diesen Um- 
ständen sein Eintreten oder Ausbleiben beim ersten Versuch. 
Und wenn dieselben Umstände sich aufs neue wiederholen, 
so nenne ich das Eintreten oder Ausbleiben des Ereignisses 
infolge von ihnen sein Eintreten oder Ausbleiben beim zweiten 
Versuch usw., so oft sich dieselben Umstände wiederholen. 
Hiernach ist es offenkundig, daß das Eintreten oder Aus- 
bleiben desselben Ereignisses bei so und so vielen verschie- 
denen Versuchen in Wirklichkeit auf das Eintreten oder Aus- 
bleiben so und so vieler verschiedener, unabhängiger Ereignisse, 
die einander genau ähnlich sind, hinausläuft. 
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Lehrsatz 7. 

Wemi bei jedem einzelnen Versuch die WahrscheMichkeit 
eines Ereignisses a ist und die seines Äitsbleibens h, so unrd 
die Wahrscheinlichkeit y daß bei p -{- q Versuchen das Ereignis 
p nml eintritt und q mal ausbleibt, 

Ea'Pb'i, 

werni E der Koeffizient des Gliedes mit a^b^ in der Entwick- 
lung des Binomials (a + ^)^'*"^ *''^^- 

Denn das Eintreten oder Ausbleiben eines Ereignisses bei 
verschiedenen Yersnchen läßt sich als ebensoviele nnabhängige 
Ereignisse ansehen. Deswegen ist (nach Zusatz 2 zu Lehr- 
satz 6j die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis beim ersten 
Versuch eintritt, beim zweiten und dritten ausbleibt, beim 
vierten wieder eintritt, beim fünften ausbleibt usw. (und so 
eintritt und ausbleibt, bis es p mal eingetreten und q mal aus- 
geblieben ist], abbab usw., bis die Anzahl der a p und die 
Anzahl der b q beträgt, d. h. sie ist a^b^. Ebenso wird, wenn 
das Ereignis in irgend einer andern, bestimmten Reihenfolge 
p mal eintritt und q mal ausbleibt, die Wahrscheinlichkeit hier- 
für aP&9. Aber die Anzahl der verschiedenen Reihenfolgen, 
in denen ein Ereignis eintreten und ausbleiben kann, so daß 
es im ganzen bei ^ + ^ Versuchen p mal eintritt und q mal 
ausbleibt, ist gleich der Anzahl der Permutationen, welche die 
Elementenfolge 

aaa • • • abb • • • 6 

zuläßt, wenn die Anzahl der a p und die Anzahl der b q be- 
trägt. Und diese Zahl ist gleich Ej dem Koeffizienten des 
Gliedes, in welchem a'Pb^ vorkommt, wenn {a-{'b)P'^^ ent- 
wickelt wird. Das Ereignis kann deshalb bei ^ + g' Versuchen 
auf E und nicht mehr verschiedene Arten p mal eintreten und 
q mal ausbleiben. Sein Eintreten und Ausbleiben auf diese 
verschiedenen Arten bildet ebensoviel unvereinbare Ereignisse, 
für deren jedes die Wahrscheinlichkeit a^fc^ ist, und deshalb 
ist nach Lehrsatz 1 die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis 
auf die eine oder andere Art hei p -{- q Versuchen p mal ein- 
tritt und q mal ausbleibt, 

EaPW. 
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Zweiter Absclmitt. 

1. Annahme. Ich setze voraus, daß eine ebene qua- 
dratische Tafel oder Platte so angefertigt und aufgestellt sei, 
daß, wenn eine der Kugeln oder W auf sie geworfen wird, 
dieselbe Wahrscheinlichkeit dafür besteht, daß die Kugel auf 
irgend einen Teil der Platte fällt, wie daß sie auf einen andern 
gleichgroßen Teil fällt, und daß sie notwendigerweise irgend- 
wo auf der Platte zu liegen kommen muß. 

2. Annahme. Ich setze voraus, daß die Kugel W zuerst 
geworfen wird, und durch den Punkt, wo sie zu liegen kommt, 

eine Linie os parallel zu 
ÄD gezogen wird, die 
CD und AB in s und o 
trifft, daß darauf die Kugel 
p -\' q oder n mal ge- 
worfen wird, und daß, 
wenn sie nach einem ein- 
zelnen Wurf zwischen AD 
und OS zu liegen kommt, 
dies das Eintreten des 
Ereignisses M bei einem 
einzelnen Versuch genannt 
wird. Dies vorausgesetzt, 
beweise ich den folgenden 
Hüfssatx 1, Die Wahr- 
scheinlichkeity daß der 
Punkt zwischen zwei 
Punkte auf der Strecke 
AB fällt ^ ist das Fer- 
hcütnis xvnsehen dem Ab- 
stände der beiden Pvmkte 
umd der ganzen Strecke 
AB. 
Man bezeichne irgend zwei Punkte auf der Strecke AB 
mit f und b und ziehe durch sie die Parallelen zu -4Z), die 
CD in G und L treffen. Wenn dann die Rechtecke Gf Gbj 
LA (sie sind jedesmal durch ein Paar diametral gegenüber- 
liegender Ecken bezeichnet) kommensurabel sind, so können 
sie alle drei in eine Anzahl gleicher Teile von derselben Größe 
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geteilt werden. Wenn dies geschehen ist, und die Kiigel W 
geworfen wird, so wird die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
irgendwo auf irgendeiner Anzahl dieser gleichen Teile zu liegen 
kommt, die Summe der Wahrscheinlichkeiten dafür, daß sie auf 
einen einzelnen dieser Teile fällt, denn daß sie beim Nieder- 
fallen auf irgendwelchen verschiedenen Teilen der Platte AG 
zu liegen kommt, stellt ebensoviel unvereinbare Ereignisse dar. 
Die Summe nun ist, weil die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
auf den einen oder andern Teil fällt, die gleiche ist, die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Kugel auf irgend einen der 
gleichen Teile fällt, multipliziert mit der Anzahl der in Be- 
tracht gezogenen Teile. Folglich wird die Wahrscheinlichkeit, 
daß die Kugel irgendwo auf Gh zu liegen kommt, gleich der 
Wahrscheinlichkeit, daß sie auf einen der einander gleichen 
Teile zu liegen kommt, multipliziert mit der Anzahl der Teile, 
die in G& enthalten sind; und die Wahrscheinlichkeit, daß die 
Kugel irgendwo auf C/*oder I/^, d. h. nicht auf Qh (da sie 
irgendwo auf der Platte zu liegen kommen muß), zu liegen 
kommt, ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie auf einem der 
gleichen Teile zu liegen kommt, multipliziert mit der Anzahl 
der Teile, die in Qf und LA zusammengenommen enthalten 
sind. Somit verhält sich die Wahi'scheinlichkeit, daß die Kugel 
auf Qh fällt, zu der Wahrscheinlichkeit des Gegenteils wie die 
Anzahl der gleichen Teile in (j6 zu der Anzahl der gleichen 
Teile in Gf und LA zusammengenommen oder wie Qh z\k 
Gf +• LA oder wie fh zu Bf + Ah, Und durch inverse Kom- 
position findet man : die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel auf 
Qh fällt, verhält sich zu derselben Wahrscheinlichkeit zusammen- 
genommen mit der Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel nicht 
auf Qh fällt, wie fh zu AB oder wie das Verhältnis von fh 
zvi AB zu dem Verhältnisse von AB za AB, Aber die Wahr- 
scheinlichkeit eines Ereignisses zusammen mit der Wahrschein- 
lichkeit seines Gegenteils ist das Verhältnis der Gleichheit; 
deswegen verhält sich die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
auf Qh fällt zu dem Verhältnis der Gleichheit wie das Ver- 
hältnis von fh zu AB zu dem Verhältnis von AB zu AB oder 
dem Verhältnis der Gleichheit, und somit ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß die Kugel auf Qh fällt, das Verhältnis von ß 
zu AB, Aber nach Voraussetzung liegt der Punkt o zwischen 
f und h oder tut es nicht, je nachdem die Kugel W auf Qh 
fällt oder nicht, und deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
Punkt zwischen f und h liegt, das Verhältnis von fb zu AB. 
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• Wenn nun die Rechtecke (7/*, Gb, LA nicht kommensurabel 
sind, so kann doch die letztgenannte Wahrscheinlichkeit nicht 
kleiner und größer als das Verhältnis von fb zn AB sein. 
Denn, wenn sie kleiner ist, so sei sie das Verhältnis von fc 
zu AB (wo e zwischen f und b liegt). Dann nehme man auf 
der Strecke fb die Punkte p und t an, so daß pt größer als 
fc wird, und die drei Strecken Bp^ p t, tA kommensurabel sind. 
(Dies ist offenbar immer zu erreichen, indem man AB in 
gleiche Teile teilt, die kleiner als die Hälfte von cb sind, und 
für p und t die Teilpunkte wählt, die auf der Strecke fb den 
Punkten f und b am nächsten liegen.) Weil dann Bp, pt, tA 
kommensurabel sind, sind es auch die Rechtecke Cp, Dt und 
das Rechteck über^?^, welches das Quadrat -4 C vervollständigt. 
Somit ist nach dem Gesagten die Wahrscheinlichkeit, daß der 
Punkt zwischen p und t zu liegen kommt, das Verhältnis 
von pt zu AB, Wenn er aber zwischen p und t liegt, muß 
er zwischen f und b liegen. Deshalb kann die Wahrschein- 
lichkeit, daß er zwischen f und b liegt, nicht kleiner sein als 
das Verhältnis von pt zu AB und muß deshalb größer als 
das Verhältnis von fc zu AB sein (da pt größer als fe ist). 
Auf dieselbe Art kann man beweisen, daß die genannte Wahr- 
scheinlichkeit nicht größer als das Verhältnis von fb zu AB 
sein kann, sie muß daher diesem Verhältnisse gleich sein. 

Hüfssatx 2. W&rm die Kugd W geworfen wnd die Linie os 
gezogen ist, so tvird die WahrscheirdichJceit des Ereignisses M 
bei einem einzelnen Versitch das Verhältnis von Ao xu AB, 

Denn ebenso wie bei dem vorhergehenden Hilfssatz ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 0, wenn sie geworfen wird, 
irgendwo auf dem Rechteck Do oder zwischen AD und so zu 
liegen kommt, das Verhältnis von Ao zu AB. Aber das 
Niederfallen der Kugel O zwischen AD und so bei einem 
einzelnen Wurf ist das Eintreten des Ereignisses M bei einem 
einzelnen Versuch. So ist der Hilfssatz bewiesen. 



Lehrsatz 8, 

Es werde über BA die Kurve BghiklA gezeichnet, die 
folgende Eigenschaft hat. Wird die Busis BA in irgend zwei 
Teile geteilt wie Ab mid Bb, tmd im Teilptmkt b ein Lot er- 
richtet, das durch die Kurve in l begrenzt wird, bedeuten ferner 
2/, x^z die Verhältnisse von Ib, Ab und Bb zu AB^ und E den 
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Koeffiximtm des Gliedes mit aPb^ m der Ervtwicklwng dss 
BinomicUs {a + b)P*^, so soll sem 

y = ExPx'i. 
Nim bdMupte ieh: bevor die Kugel W geworfen wird, ist die 
WahrseheinliMeU, daß der Punkt o mnscfmi irgend xwei 
Punkte f und b der Strecke AB zu liegen kommt, und gleich- 
xeitig das Ereignis Mbeip + q Versuchen p mal eintriU urvd 
qmal ausbleibt, gegeben durch das Verhältnis der Fläche, die 
durch die Kurve BghiklÄ über der Linie AB zwischen den 
in f und l auf AB errichteten Loten fg, bl begrenzt wird, zu 
AGy d. h. dem Quadrat über der Strecke AB. 

Beweis. 

Angenommen, der Satz sei nicht richtig, so möge das Ver- 
hältnis gleich dem von D, d. h. einer Fläche, die größer ist als 
fghiklb, zu dem Quadrat AG sein. In den Punkten e, d, c 
denken wir uns die Lote auf fb emchtet und nennen h, i, k 
die Punkte, in denen sie die Kurve treffen. Hierbei soll der 
Punkt d so liegen, daß di das längste der durch die Linie fb 
und die Kurve begrenzten Perpendikel ist, und die Punkte 
e, d, c sollen in solcher Zahl und solcher Lage angenommen 
sein, daß die Summe der Rechtecke bk, ci, ei, fh von dem 
Flächeninhalte fghiklb weniger abweicht als D] alles dies 
ist mit Hilfe der Kurvengleichung und der gegebenen Differenz 
zwischen D und der Fläche fghiklb leicht zu erreichen. 
Denn da di die größte der Kurvenordinaten ist, so müssen 
die übrigen kleiner und kleiner werden, je weiter sie sich von 
dieser Ordinate nach der einen oder andern Seite entfernen, 
was aus der Definition der Kurve unmittelbar hervorgeht; und 
folglich ist eh größer als fg oder irgend eine andere Ordinate 
über ef 

Wenn nun Ao gleich Ae wäre, so würde nach Hilfssatz 2 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M bei einem einzelnen 
Versuche das Verhältnis]]^ von Ae zu AB sein, und folglich 
würde nach dem Zusatz zu Lehrsatz 1 die Wahrscheinlichkeit 
seines Ausbleibens das Verhältnis von Be zu AB sein. Wenn 
demnach x und z die beiden erwähnten Verhältnisse sind, so 
wird nach Lehrsatz 7 die Wahrscheinlichkeit, daß bei ^ + g 
Versuchen das Ereignis Jtf ^mal eintritt und gmal ausbleibt, 
Ex'^z^. Aber da x und z bzw. die Verhältnisse von Ae zu 
AB und Be zu AB sind, so wird, wenn y das Verhältnis 
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von eh zxi AB bezeichnet, y = Ex^z^, denn so ist die Figur 
angelegt worden. Wenn deshalb Äo gleich Äe wäre, so würde 
die Wahrscheinlichkeit, daß bei j? + g Versuchen das Ereignis 
Jlf ^mal eintritt und qmal ausbleibt, y oder das Verhältnis 
von eh zvi AB sein. Und wenn Ao gleich Af oder einem 
mittleren Werte zwischen Ae und Af wäre, so würde die 
letztgenannte Wahrscheinlichkeit aus denselben Gründen das 
Verhältnis von fg, oder einer andern der Ordinaten über ef, 
zu AB sein. Aber eh ist die gi'ÖJßte der Ordinaten, die über 
ef stehen. Darum kann unter der Voraussetzung, daß der 
Punkt irgendwo zwischen /"und e liegt, die Wahrscheinlichkeit, 
daß das Ereignis M bei ^ + g' Versuchen ^mal eintritt und 
qmal ausbleibt, nicht größer sein als das Verhältnis von eh 
zu AB, Da nun hier zwei zusammenhängende Ereignisse vor- 
liegen, das erste, daß der Punkt o zwischen e und /* liegt, 
das zweite, daß hei p + q Versuchen das Ereignis M pmal 
eintritt und qm&l ausbleibt, und die Wahrscheinlichkeit des 
ersten (nach Hilfssatz 1) das Verhältnis von ef zu AB ist, 
und unter der Voraussetzung, daß das erste Ereignis eintritt, 
die Wahrscheinlichkeit des zweiten nicht größer als das Ver- 
hältnis von eh zu AB sein kann, so folgt (aus Lehrsatz 3): 
die Wahrscheinlichkeit, daß beide Ereignisse zusammen ein- 
treten, kann nicht größer sein als das aus den Verhältnissen 
von ef zu AB und von eh zu AB zusammengesetzte Verhältnis, 
d. h. das Verhältnis der Flächen fh und A C, Somit ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß der Punkt o zwischen f und e zu 
liegen kommt, und das Ereignis M pmal eintritt und qmal 
ausbleibt, nicht größer als das Verhältnis der Rechtecke fh 
und A G, Ebenso kann die Wahrscheinlichkeit, daß der Punkt o 
zwischen e und d liegt, und das Ereignis M eintiitt und aus- 
bleibt wie zuvor, nicht größer sein als das Verhältnis der 
Rechtecke ei und AG. Weiter kann die Wahrscheinlichkeit, 
daß der Punkt o zwischen d und c liegt, und das Ereignis M 
eintritt und ausbleibt wie zuvor, nicht größer sein als das 
Verhältnis ci zu AG. Und schließlich kann die Wahrschein- 
lichkeit, daß der Punkt o zwischen c und b liegt, und das 
Ereignis M eintritt und ausbleibt wie zuvor, nicht größer sein 
als das Verhältnis von bk zu AG, Addiert man^nun alle 
diese verschiedenen Wahrscheinlichkeiten zueinander, so ergibt 
ihre Summe (nach Lehrsatz 1) die Wahrscheinlichkeit* dafür, 
daß der Punkt irgendwo zwischen f und b liegt und das Er- 
eignis M hei p-j-q Versuchen pmal eintritt und 5 mal aus- 
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bleibt. Addiert man ebenso die korrespondierenden Verhält- 
nisse, so wird ihre Summe das Verhältnis der Summe der 
Vorderglieder zu dem gemeinsamen Hintergliede, d. h. der 
Summe von fh^ ei, ci^ bk zvläC, Dieses Verhältnis aber ist 
kleiner als das von D zu ÄGj weil D größer ist als fhyeij 
ci^ bk zusammengenommen. Deshalb ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß der Punkt o zwischen f und b fällt und zugleich 
das Ereignis M hQi p + q Versuchen pm9kl eintritt und qmaX 
ausbleibt, kleiner als das Verhältnis von D zu AGj aber es 
war diesem gleich vorausgesetzt, was absurd ist. Auf die- 
selbe Weise kann man, indem man dem Kurvenstück Recht- 
ecke wie eg, dhj dkj cl einbeschreibt, beweisen, daß die letzt- 
genannte Wahrscheinlichkeit größer ist als das Verhältnis 
irgend einer Figur, die kleiner \%i sX^ fghiklb ^ zu AG. Des- 
halb muß diese Wahrscheinlichkeit das Verhältnis selbst von 
fghiklb zu GÄ sein. 

Zusatz. Bevor die Kugel W geworfen ist, ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß der Punkt o irgendwohin auf die Linie AB 
fällt und sodann das Ereignis Jf bei ^ + g Versuchen p mal 
eintritt und q mal ausbleibt, das Verhältnis der ganzen Fläche 
AiB zu AG, Aber es ist gewiß, daß der Punkt o irgendwo 
auf AB liegen wird. Deshalb ist, bevor die Kugel W ge- 
worfen, die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis if ^mal 
eintritt und gmal ausbleibt, das Verhältnis der von der Kurve 
begrenzten Fläche AiB zu dem Quadrate AG» 

Lehrsatz 9, 

Wenn, bevor irgend etwas über die Lage des PwiJdes o be^ 
kcmnt. ist, es sieh hera/ussteUen sollte, daß das Ereignis M bei 
p-^-q Versv/chen pmal eingetreten wnd qmal ausgeblieben ist, 
v/nd ich hiernach vermute, daß der Pwnkt o zwischen irgend 
zwei Punkten b und f auf AB liegt^ und daß folglich die 
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M bei einem emzelnen Ver- 
su,che irgendwo zunschen dem Verhältnisse von Ab zu AB und 
dem vonAf zu AB liegt, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
ich recht habe, das Verhältnis desjenigen Teiles der von der 
Kurve begrenzten Fläche AiB, welcher zunschen den auf AB 
in b wnd f errichteten Perpendikeln liegt, zu der ganzen Fläche 
AiB. 

Denn da die beiden aufeinander folgenden Ereignisse vor- 
liegen: erstens, daß der Punkt o zwischen b und f ftllt, 

0stwald8 Klassiker. 169. 2 
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und zweitens, daß das Ereignis M bei ^ + 9 Yersuchen 
^mal eintritt nnd gmal ausbleibt , und da (nach Zusatz zu 
Lehrsatz 8) die ursprüngliche Wahrscheinlichkeit des zweiten 
Ereignisses das Verhältnis von ÄiB zu ÄG und (nach Lehr- 
satz 8) die Wahrscheinlichkeit beider Ereignisse zusammen das 
Verhältnis von fghiklh zm ÄG ist, so ist (nach Lehrsatz 5), 
wenn es sich zuerst herausstellt, daß das zweite Ereignis 
eingetreten ist, und ich hiemach vermute, daß das erste Er- 
eignis ebenfalls eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit, daß 
ich recht habe, das Verhältnis von fghiklh zu ÄiB^ was zu 
beweisen war. 

Zusatz. Wenn ich, unter denselben Voraussetzungen, ver- 
mute, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M liege irgendwo 
zwischen und dem Verhältnisse von Äh zu ÄB^ so ist meine 
Chance, daß ich recht habe, das Verhältnis von Ahl zu ÄiB, 

Erläuterung. 

Nach dem vorstehenden Lehrsatze ist klar, daß man im 
Falle eines Ereignisses von der Art des dort als M bezeich- 
neten lediglich aus der Anzahl Male, die es bei einer bestimmten 
Menge von Versuchen eintritt und ausbleibt, ohne irgend etwas 
weiteres über die Natur des Ereignisses zu wissen, einen Schluß 
auf die ungefähre Größe seiner Wahrscheinlichkeit ziehen und, 
indem man nach den gewöhnlichen Methoden die dort ange- 
wandten Flächen berechnet, die Wahrscheinlichkeit, daß die 
Vermutung richtig ist, ermitteln kann. Daß dieselbe Regel 
auch geeignet ist, um in dem Falle irgendwelchen Ereignisses 
zu dienen, über dessen Wahrscheinlichkeit wir von vornherein 
durchaus nichts wissen, scheint aus der folgenden Überlegung 
hervorzugehen. Betreffs eines solchen Ereignisses habe ich 
keinen Grund zu vermuten, daß es bei einer bestimmten An- 
zahl von Versuchen eher eine gewisse Anzahl Male als eine 
andere eintreten würde. Denn ich kann in dieser Beziehung 
genau so überlegen, als ob die Wahrscheinlichkeit zuerst un- 
bestimmt gewesen wäre und dann so bestimmt worden wäre, 
daß kein Anlaß zu der Annahme vorliegt, bei einer gewissen 
Anzahl von Versuchen werde das Ereignis irgend eine mögliche 
Anzahl Male eher als eine andere eintreten. Dies ist aber 
genau der Fall bei dem Ereignis M. Denn bevor die Kugel 
TT geworfen wird, was die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten 
des Ereignisses M bei einem einzelnen Versuch bestimmt (nach 
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Zusatz, zu Lehrsatz 8), ist die Wahrscheinlichkeit , daß das 
Ereignis bei n = p -\- q Versuchen pmal eintritt und gmal 
ausbleibt; das Verhältnis von AiB zu AC, und dieses Ver- 
hältnis ist, wenn n =^ p -}- q gegeben ist, dasselbe, was auch 
der Wert von p sei, wie man sofort findet, wenn man die 
Fläche AiB nach den Methoden der Infinitesimalrechnung be- 
stimmt. Und folglich kann ich, bevor die Lage des Punkte» o 
gefunden ist oder die Anzahl Male, die das Ereignis M bei n 
Versuchen eingetreten ist, keinen Grund haben zu denken, es 
werde irgend eine mögliche Anzahl Male eher als eine andere 
eintreten. 

Im folgenden werde ich deswegen als zugegeben ansehen, 
daß die in betreff des Ereignisses M in Lehrsatz 9 gegebene 
Regel auch die Regel ist, die in Beziehung auf irgend ein 
Ereignis zu verwenden ist, von dessen Wahrscheinlichkeit vor 
irgendwelchen diesbezüglichen Versuchen oder Beobachtungen 
schlechterdings nichts bekannt ist. Und ein solches Ereignis 
werde ich ein unbekanntes Ereignis nennen. 

Zusatz. Wenn wir uns demnach die Ordinaten bei der 
Kurve AiB im Verhältnis von ^ zu 1 verkleinert denken, 
was in dem Verhältnis der einzelnen Teile der Figur zwischen 
den Ordinaten zueinander keinen Unterschied bedingt, und das 
von dem Ereignis M Gesagte auf irgend ein unbekanntes Er- 
eignis anwenden, so haben wir 
den folgenden Lehrsatz, der die 
Regel liefert, um die Wahr- 
scheinlichkeit eines Ereignisses 
aus der Anzahl Male, die es 
wirklich eingetreten und aus- 
geblieben ist, zu finden. 



. D 

F/ \c 



Fig. 2. 



Lehrsatz 10, 

Wenn über einer beliebigen 
Basis AH (Figur 2) die Kurve 
besehrieben mrdj deren Oleichimg h 
lautet 

y = xPz9, 

indem y, x^ z der Reihe nach die Verhältnisse sind der (auf 
der Basis senkrecht stehenden) Ordinate eines KurvenpwnkteSj 
des Abschnittes auf der Basis zwischen dieser Ordinate und dem 
Anfangspunkte A der Basis und des andern Abschnittes der Basis 

2* 
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Müisehen der Ordinate wnd dem Endpunkte H zu der gcmxen 
Basis als ihrem gemeinsamen Emtergliede^ darm hehmupte ich, 
daßy wenn ein wnbekarmtes Ereignis bei p + q Versitehen p mal 
eingetreten und qmal ausgeblieben ist, und in zwei Punkten o 
und f der Basis AH die Ordinaten cGj fF errichtet werden, 
die Chance, daß die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses irgendwo 
zwischen dem Verhältnis von Äc zu AH und dem Verhältnis 
von Af zu AH liegt, das Verhältnis ist von fFGc, d, h. dem 
Teil der vorher beschriebenen Figur, der zunschen den beiden 
Ordinaten eingeschlossen ist, zu AGFH, d. h. der ganzen Ober 
der Basis AH durch die Kurve begrenzten Fläche. 

Dies ist einleuchtend nach Lehrsatz 9 und den Bemer- 
kungen, die in der vorstehenden Erläuterung und dem Zusatz 
dazu gemacht sind. 

Um nun die gegebene Regel praktisch brauchbar zu machen, 
müssen wir den von der Kurve begrenzten Flächeninhalt und 
die von. ihm durch die verschiedenen Ordinaten abgeschnittenen 
Stücke einzeln berechnen. 

1. Zu diesem Zwecke setze man AH== 1 und die Fläche 
des Quadrates HO über AH ebenfalls = 1 voraus, dann wird 

Gc = y , Ac = x, Hc = z, 

weil y, X, z bzw. die Verhältnisse von Gc, Ac, Hc zu AH 
bezeichnen sollen. Ferner wird nach der Gleichung der Kurve 

y = xPz^ 

und, weil Ac -{- Hc := AH, 

x-j-z = 1 . 
Demnach wird 

y = xP{l-'X)9 

Wenn nun bei einer Kurve die Abszisse x und die Ordinate 
ojP ist, so ist die zugehörige Fläche 

p + 1' 
und wenn die Ordinate gajP*' ist, wird die Fläche 

qxP** 
p + 2 
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usw. Wenn deshalb die Abszisse x ist und die Ordinate 

SO wird die zugehörige Fläche 



i?+l ^p + 2 ' 2 i? + 3 

Demgemäß wird, wenn 

^ = ^' = Zff' 2/ = ^^ = ;;^^, 
die Fläche 

^^''- fiÖ"~i> + l~%+2"*" 2 p + 3 

Aus dieser Gleichung kann man, wenn q eine kleine Zahl 
ist, leicht den Wert des Verhältnisses von AGc zu HO finden. 
Ebenso ergibt sich nach demselben Verfahren das Verhältnis 



HO q+1 ^g+2' 2 ^+3 

Diese Reihe besteht nur aus wenigen Gliedern, wenn p klein 
ist, und ist deshalb dann anzuwenden. 

2. Unter denselben Voraussetzungen wie zuvor wird das 
Verhältnis A Cc zu HO auch durch den folgenden Ausdruck 
gegeben : 

xV-^'z'i q-xP-^^x^-' q{q — 1) ' xP-^^ z^'^ 



p + 1 ' (^ + l)(^ + 2) ' {p + l)[p + 2){p + 3) 



+ 



{p + V{p + 2)'"{p + q)ip + q + i) 



Um dies nachzuweisen, bilden wir das Differential dieses Aus- 
druckes 

V 0^ , qxP-^'z^-' ^ , qxP^'x^-' 

xP z^ dx + — - — dz 4- ^ — -— dx 

p+1 p+1 

q[q- 1) XPJ^^J^ q[q^l)xP^^z ^--^ , 

■^"b+'l)(i^ + 2) ^''+-^-+r){^W 

_^q(q-l){q-2)xP^^z9-'^^^ ^^ 



(p+l){p + 2){p + 3) 
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Aus z =: 1 — X folgt aber 

dz = — dx; 

setzt man dies ein, so zerstören sich alle Glieder paarweise 
mit Ausnahme des ersten. Es ist also die Derivierte des an- 
geschriebenen, als Funktion von x aufgefaßten Ausdruckes 
gleich 

a;P(l— aj)9, 

und der Ausdruck verschwindet ferner für x = 0. Er stellt 
also in der Tat die zu berechnende Fläche dar. 

3. Auf dieselbe Weise wird das Verhältnis von HCc zu 
HO gleich 

x9-^'xP p'X^-^^xP'' p{p''-l)'z9-^'xP-^ 

q + 1 +(^ + l)(g + 2)+ (q+l){q + 2)(q+3) +'*' 

4. Wenn in der Entwicklung des Binomials (a + h)^'*'^ 
der Koeffizient des Gliedes, das a^ b^ enthält, mit E bezeichnet 
wird, so wird das Verhältnis des ganzen Flächeninhaltes 
A GFH zu dem Quadrat HO gleich 

1 1^ 
n + 1 ' E ' 
für n=^ p-\' q. Denn wenn äg = ÄH^ wird 

a; = 1 , ;^ = 0, 
und deshalb verschwinden in dem Ausdrucke, der in Art. 2 
für das Verhältnis von Ä Gc zu HO gegeben ist, alle Glieder 
mit Ausnahme des letzten, und dieses wird 

_i ?_.i-li i-. 

Aber der Koeffizient E des Gliedes mit a^b^ in der Ent- 
wicklung von [a + b)'^ ist 

_p+ 1 j? + 2 n 

~T~'T^^ T* 

Und weil wir voraussetzen, daß ^c=^iri8t, wird ÄGc=AGH. 
Hiermit ist die vorangestellte Behauptung erwiesen. 

5. Das Verhältnis von AGc zu dem ganzen Flächeninhalte 
A GFH ist (nach Art. 1 und 4) gleich 

(nA-l) E r^'"' a '''"" , ^k - J) ^^*' _ . . .] 



Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 23 

Es soll nun, wie x das Verhältnis von Äe zu AH bezeichnet, 
X das Verhältnis von Af zu AH ausdrücken, dann wird das 
Verhältnis von AFf zu ACFH 

und folglich das Verhältnis von fFCc zu AÖFH 

= [n-;j-l) ' E ' Differenz der beiden Reihen, 

Halten wir dies mit Lehrsatz 10 zusammen, so haben wir die 
folgende praktische Regel : 

Regel I. 

Wenn in betreff eines Ereignisses nichts bekannt isty als daß 
es bei p + 5' oder n Versiiohen pmal eingetreten und qmal 
alisgeblieben istj und ich hiernach vermute, daß die Wahrschein- 
lichJceit seines Eintretens bei einem einzelnen Versuch zunschen 
irgend zwei Graden der Wahrscheinlichkeit X und x liegt, so 
ist die Chance, daß ich mit meiner Vermutung recht habe, gleich 

(-+l)-n(F+l-^p-+2+-V^>-+3--) 
_ /^^ _ a;P"^' , g(g— 1) xP"^' _ V\ 
\p+l ^i> + 2+ 2 ^ + 3 "7]' 

indem E den Koeffizienten des Gliedes mit a^b^ in der Ent- 
wicklung von {a + b)^ bezeichnet. 

Dies ist die zur Verwendung geeignete Regel, wenn q eine 
kleine Zahl ist. Wenn dagegen q groß ist und p klein, so 
vertausche man in den angeschriebenen Reihen überall^ mit 
q und ersetze x durch z = 1 — x, X durch Z = t — X, 
wodurch keine Änderung in der Differenz der beiden Reihen 
hervorgerufen wird. 

[Jede der in der vorstehenden Regel gegebenen Reihen 
besteht aus ^+1 (bzw. ^ + 1) Gliedern, und die Anwendung 
der Regel verlangt die Berechnung aller dieser Glieder. Hier- 
aus ist zu sehen, daß die Anwendung der Regel außerordentlich 
mühsam wird, sowie die Zahlen q, p und damit auch n, d. h. 
die Zahl der beobachteten Fälle, groß wird. Wenn dies eintritt, 
ist die gegebene Regel einer Umformung zu unterwerfen, die 
gestattet, mit geringerer Mühe die in Rede stehende Chance 
auszuwerten. Dieser Umformung ist das folgende gewidmet.] 



Zweites Stttek. 

(Philosophical Traneactions, Vol. 64, 1764, pp. 298—310.) 

1. Wenn die Knrve ADH durch die Ordinate Dd so in 
zwei Teile geteilt wird, daß sich Ad zu Hd verhält wie p 
zu g, und man dann 

a = -^ b = -^ 
n ' n 

macht, so wird das Verhältnis der Fläche ADd zu dem Qua- 
drate HO: 



P+ll'^P + 2 q'^{p + 2]{p-\'3)' q^ 



q{q^l)[q^2) p 

Denn in diese Reihe geht die Beihe 

xP**xfi, q xf**%^-' 



'.^■■\ 



^+1 i?+l P+2 



+ 



die oben in Art. 2 für das Verhältnis von AGe zu HO ge- 
geben ist, über, wenn man 

_ P^ = A = -^ 

n^ n 

setzt, d. h. wenn Gc mit Dd zusammenfällt und AGc zu ADd 
wird. Ebenso geht aus -Art. 3 hervor, daß das Verhältnis von 
HDd zu HO das folgende ist: 



q + 



U ■^g + 2' V '^[q + 2){q + %y p^'^ J 



Hieraus folgt für das Verhältnis der Differenz von ADd und 
HDd zu HO: 



.-^ 
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a^HI P . q p' . gto-i) _z!__ . \ 

n l\p+l^P+l'(p-\^2)q^(p+l)(p+2) {p+3)q^'^ j 
l_q ,- P g' , P{P-^) g' . \"| 

Dieser Ausdruck gilt, wenn ABd größer als HDd ist. Ist 
aber HDd größer als ^ De?, so ist die erste Reihe von der 
zweiten zu subtrahieren. 

2. [Das m^ Glied der Reihe in der ersten runden Klammer ist 



g(g — 1) • • • (g — m + 2) p 



m 



,m— 1 > 



[p + l)[p + 2]"'[p + m) (t 

das (m + 2)*® Glied der Reihe in der zweiten runden Klammer 
dagegen 

p[p — 1) ' " [p — m + l){p — m) q^'^^ 

{q+l)[q + 2)"^[q + m + l)[q + m+2y~f^'^ 

Es ergibt sich demnach für das Verhältnis eines Gliedes in 
der ersteren Reihe zu dem auf das korrespondierende Glied 
in der letzteren Reihe an zweiter Stelle folgenden Gliede [der 
Ausdruck 

q + m+2 g+m+1 q + 1 q g— m + 2 i?'^"»"* 



p + m 


p-\-m—l 


p-1 


p- 


-2 


P- 


— m 


q2'n+, 


oder ander 


s geordnet 














? + i q 


+ 2 p 


q + S 


P 


P 


q 


+ 4 


P 


1 


q p+1 


p-1 


i 


iJ + 2 


p 


— 2 


q ' 



wofür man auch schreiben kann] 

pq+p pq + 2p pq pq + 3p pq pq + 4tp 
pq pq pq + q pq — q ' pq + 2q' pq -- 2q 

pq —p pq+ 5j? pq'—2p pq + 6p 
pq+3q pq-^dq pq + 4,q pq^4:q 

Die Zahl der Glieder beträgt [2m +2 oder 2(w— l) + 4, 
also] vier mehr als die doppelte Anzahl der Glieder, um 
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welche das in Betracht gezogene Glied der ersteren Reihe von 
dem ersten Glied dieser Reihe entfernt ist. [Wenn wir nun 
die Paktoren des zuletzt angeschriebenen Produktes mit Aus- 
nahme der beiden ersten paarweise vereinigen, so erhalten wir 

pq +p pq + 2p p'^q^ + Sp'^q i?*g' + 4:p'^q 
pq pq p'^q^ — q^ p'^q* — 4g'* 

Die Anzahl der Faktoren beträgt jetzt m + 2, und der {fi + 2)*® 
Faktor lautet 

p^q* + 4:p'^q — (^t* — 4)^9* 



oder 



p^q^ — Ai*g* 



p^q^ — fi^'p* 4:p^{q+l) 



wobei (,1 die Werte 2, 3 usw. bis m annehmen kann. Setzen 

wir nun p <iq voraus, so kann m selbst die Werte von 1 bis 

p — 1 annehmen. In dem vorstehenden Ausdrucke wird das 

erste Glied > 1, weil der Zähler größer als der Nenner ist, 

und das zweite Glied ist positiv, also ist der ganze Ausdruck 

> 1. Ebenso werden die ersten drei Faktoren der in Rede 

stehenden Faktorenfolge > 1 , also sind alle Faktoren und 

damit das ganze Produkt > 1. Jedes Glied der ersteren 

Reihe ist also größer als das mit ihm verglichene Glied der 

zweiten Reihe.] Wenn man nun von der zweiten Reihe die 

2«7 
zwei ersten Glieder fortläßt, die zusammen [= — f-—. also] 

' g- + 2 ' ■• 

kleiner als 2 sind, so ist der Rest kleiner als die erste Reihe, 

und folglieh kann die erste Reihe von der zweiten abgezogen 

keinen Rest lassen, der g 2 ist. Demnach muß, wenn q^p 

ist, nach dem vorigen Art. das Verhältnis der Differenz 

2aPb^ 

HDä — ÄDd zu dem Quadrat HO<C sein. 

n 

3. Wenn die von der Kurve begrenzte Fläche wie vorher 
in zwei Teile ÄDd und HDd geteilt wird, so mögen die 
Ordinaten Gc und Ff auf beiden Seiten in der gleichen Ent- 
fernung von Dd liegen, und r möge das Verhältnis von de 
oder df zn AH sein. Wenn dann y, aj, x der Reihe nach die 
Verhältnisse von Gc, Äo und Hc zu AH sind, so wird nach 
der Natur der Kurve 

y = xPx^. 
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Aber weil das Verhältnis von Ad zn AH a ist und das von 
de zu AH Vy ist das Verhältnis von Ad — dc{= Ac) zu AH 
a — r. Somit wird 



a — r = X 

und auf dieselbe Weise 

b -\-r = X. 

Es ist aber y ^^ x'Pz^ 
und y das Verhältnis von 
GczmAH Deswegen ist 

GciAH 

und ebenso wird 
Ff: AH 

Folglich ergibt sich 
Cc\Ff 

= (a-r)P(ft + r)^ 
:(a + r)P(&-r)9. 

4. Wenn q gi'ößer als j) ist, so ist (a + r)P (ft — r)^ 
größer als (a — r)P(6 + ^)^> und das Verhältnis zwischen diesen 
Größen nimmt zu, wenn r zunimmt. Denn wenn man in der 
gewöhnlichen Weise die natürlichen Logarithmen dieser Aus- 
drücke aufsucht und 

jp = wa, g = n& 

setzt, weil a = --, 5 = — - (s. Art. 1), so findet man für 

' w ' n ^ 

den Logarithmus [des in Rede stehenden Verhältnisses 




^+i 


'+f 




- h log 


T 


r 


1 

a 


'-J 



]■ 



und wenn man für die Logarithmen die bekannten Reihen- 
entwicklungen einsetzt] 
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Ist nun q^p und deshalb b'^ a, so sind alle Glieder dieses 
Ausdruckes positiv, und er ist ferner um so größer, je größer 
r ist, er ist somit der Logarithmus eines Verhältnisses, das 
größer als das der Gleichheit ist, und mit r zunimmt. 

5. Nach Art. 3 ist 

Ff: Gc={a + r)P [b - r)9 : (a — r)P{b + r)9, 

nach Art. 4 ist 

(a + r)P{b — 7f >(a — r)P [b + r)9 , . 

und das Verhältnis zwischen diesen Größen wächst mit r, 
wenn q'^ p ist. Unter dieser Voraussetzung ist also auch 

Ff>Gc, ■ 

und das Verhältnis dieser Strecken wächst mit r oder df= de. 
Folglich gilt dasselbe auch von den Flächen, welche die Ordi- 
naten durchstreichen, wenn ihre gleichen Abszissen df und de 
zunehmen. Mithin ist, wenn q^Pj 

DdfF'^DdeC, 

und das Verhältnis dieser Flächen wächst mit df = de. 

6. Weil 

Ä d : Hd =: p: q ^ 

wird, wenn q^Py auch Hd"^ Äd, Nimmt man also auf 
Hd den Punkt l so an, daß dl = Ad wird, so ist nach dem 
vorigen Art. der Teil der Fläche HDdj der über dl steht, 
größer als ADd, und das Verhältnis dieses Teiles von HDd 
zu ADd ist größer als das Verhältnis von DdfF zu DdeG. 
Folglich ist um so mehr (wenn q'^p ist) der ganze Flächen- 
inhalt HDd größer als ADdy und das Verhältnis von HDd 
zu ADd ist größer als das von DdfF zu DdeG. 

7. Wenn g >!?, ist 



und 



(-#<(>-TT('+Tr 
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Denn die Derivierte des links stehenden Ausdruckes nach r ist 






und die Derivierte der rechten Seite in der ersten Ungleichung 
wird (weil p -\- q ^= n) 

"" i?? l p) \ q) 
Somit ergibt sich, daß sich 

(-"#-(-7T('+Tr 

verhält wie die Derivierte des ersten Ausdruckes multipliziert 

/ w*r*\ 
mit (1 1 zu der Derivierten des letzteren Ausdruckes 

\ Pq I 
multipliziert mit 

(^^\/i-L^^\ 1 'nr nr n^r^ 
p)\ ^/ "" P q ~pq 

Aus dieser Proportion geht hervor, da g' > ^ [und somit 





(- 


7)(' 


-^7)<'- 




daß der 


Ausdruck 


(- 


yfl^+Tf 





im Verhältnis zu seiner Größe sich in stärkerem Maße ver- 
ändert als 



l pqt 



Und da ihre oben ermittelten Derivierten negatives Vorzeichen 
haben, nehmen sie beide mit wachsendem r ab, folglich muß 
von ihnen, falls sie für einen Wert von r gleich sind, wenn 
r über diesen Wert hinaus wächst, der letztere Ausdruck der 
größere sein. Sie sind aber beide gleich 1, wenn r = ist. 
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Auf gleiche Weise kann die zweite Ungleichung bewiesen 

werden. Hiernach ist, da a= , ft = - -- gesetzt war, 

n n ' 

klar, daß die Ungleichung besteht 

— 

(a_r)P(6 + r)9<aP69(l-^)*<(a + r)J'(6-r)9, 

wenn q'^p ist. 

8. Wir setzen nun voraus, es werde die Kurve EQWj 
welche die Verlängerung der Strecken Dd, Ff, df in R, Q, 
W triflft, so konstruiert, daß Ff, das sich zu Gc verhält wie 

{a + r)Pib — r)9 zu (a -^ r)P (b + r)9 (s. Art. 3), sich zu Qf 
verhält wie » 

(a + r)" . {b - r}9 zu aPb» • (l - ^|\ 

wie immer auch die Punkte f und c in gleichen Entfernungen 
links oder rechts von d angenommen werden mögen. Dann ist 
nach dem vorigen Art. o£fenbar, daß immer 

Gc<Qf<Ff 

ist. Und folglich muß auch das gleiche von den Flächen 
gelten, welche die Ordinaten bei ihrer Bewegung durchstreichen, 
wenn ihre gleichen Abszissen zunehmen. Deshalb wird 

DdcG<:RdfQ<:DdfF, 

9. Da n 

1 j 

und nach Art. 3 

(a + r)P(b-r)^ = Ff:ÄH 
ist, muß n 






sein, wenn wie tiberall durch r das Verhältnis (^/*:^£^ bezeichnet 
wird. Wenn man nun das Kurvenstück RdfQ quadriert [auf 
Grund der Formel «^ 



\ P^l 






a^b^lr- 



Wfthrscheinlicbkeitsrechnnng. 31 

so ergibt sich für das Verhältnis von RdfQ zn HO der Aus- 
druck 

n^r^ n — 2 n^r^ w— 2 n — 4 wV^ 1 

■2^"' 4~'2.5pV 4 6~*2:7;?Y J* 
Wenn man hierin 

nr = 7;^ — 
2i>g 

einsetzt, so findet man 
«,n V2pq r w'^ . w-2 wV n-2 n-4 mV' , "1 

Die Reihe in der Klammer wird, wenn m*r* = — oder = 1 

2 pq 

ft 
und mithin die Ordinate Qf verschwindet, für JB* = — 

■B' -g'-l ^» g* — 1 B*-2 5^ 
3 "*■ 25* ■ 5 2ß* ■ 35* ■ 7 "^ 

10.. Nach dieser letzten Bemerkung wird für B' == -— 



das Verhältnis der ganzen Fläche BQWd zn HO 

nV^ V 3 ^ 25» 6 J- 

Nun ist aber (nach Lehrsatz 10, Art. 4) das Verhältnis 

ÄGFH zu HO = — ^ . 4f I 

n+1 E ' 

indem JE? den Koeffizienten des Gliedes^ mit a^h^ in der Ent- 
wicklung von (a -|- hf bezeichnet. Des'halb ist das Verhältnis 

« V^ L 3 ' J 

Wir setzen nun O fttr den Koeffizienten des mittleren Gliedes 
in der Entwicklung des angegebenen Binomials, so daß, wenn 

^ = , = |.,^=(?wird. Femer wird damia = 5 = f 

und die Fläche RQWd=^ÄGFH^ denn dann sind Qf^ 
Ff, Gc alle einander gleich und folglich auch die Flächen 
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BQWdj HDd und ÄDd. [Setzt man diese Werte in die 
vorige Gleichung ein], so ergibt sich 

3 "' ~ n + 1 ' O ' , 

Aber diese Reihe ändert sich (weil 5* = — J nicht, welche 

Werte man auch dem p und q gibt, solange deren Summe n 
dieselbe bleibt. Folglich ist in allen Fällen das Verhältnis 

RQWd:ÄGFH=^.^.2n. 
n O 

11. Nach Lehrsatz 10, Art. 4 ist 

AGFH:HO= ^ ^ 



n + 1 E 
und nach dem vorstehenden Art. 9 

EdfQ : HO = a^h^i • — — ?- • mr — + — . 

nVn L 3 2w 5 J 

Demnach wird 

RdfQ:ACFH^'^-^.yM^EaH^^rnr^'^+..^. 
^ Vn. L 3 ' J 

Weiter ist nach Art, 10 das Verhältnis 

RQWd:AGFH=^.^.2n. 
n O 

Somit wird das Verhältnis 

RdfQ:BQWd = '^.-^,.\mr-^+..\ 
Yn 2^»-^ I 3 J 

12. Nach Art. 2 ist, wenn g>jp, das Verhältnis 



(IIDd -- ADd) :H0<: 



n 



Nach Lehrsatz 10, Art. 4 ist ferner das Verhältnis ACFH: HO 
oder 

{HDd + ÄDd):HO=.^^.^. 
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Demnach ist die Summe dieser beiden Verhältnisse, d. h. das 
Verhältnis 

1 1 2aPb9 

und ihre Differenz, d. h. das Verhältnis 

1 1 2dPb9 
^ n + 1 E . n 

Somit wird weiter das Verhältnis 2HDd:2ADd oder 

HDd : ÄDd < ( — — - - - -\ : \——r -^ 

oder, was dasselbe heißt, 

Aber das Verhältnis von HDd zu ÄDd ist nach Art. 6 größer 
als das Verhältnis von DdfF zu DdcG, wenn q'^p ist. 
Deswegen wird um so mehr (wenn q"^ jp) das Verhältnis 

DdfF: DdcG< (l + 2^^^EaPb^\ : (l - 2'^^-^EaPbA. 

Und weil nach Art. 8 RdfQ ein Mittelwert zwischen DdfF 
und DdcG ist, wird auch 

DdfF: RdfQ<::ll + 2 ^?^ti Ea^bA : (l - 2 *?^ EaPb^\ 

sein, anderseits aber 

DdcG: RdfQ :>ll - 2 'L±lEaPb^i\ : (l + 2 ^?^^ Ea^bA. 

So ergibt sich die folgende 

Regel II. 

Wenn von einem Ereignisse nichts bekannt ist, als daß es 
bei p + q oder n Verstecken p mal eingetreten und q mal aus- 
geblieben istj und ich hiemach vermute, daß die Wahrscheinlich' 
keit seines Eintretens bei einem einzelnen Versuch zwischen 

— und — + r 
n n 

Ostwalds Klassiker. t69. 3 
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Hegtj so ergibt sieh, daßy wenn 

^«— ^' /.— ^ h— ^ 
2pq n' n 

gesetzt wirdj E den Koeffizienten des Gliedes mit a^h^ in der 
Entwicklung von [a + h)^ bezeichnet und 



\mr — 



n y^ L 3 2w 5 

n — 2 w — 4 mV 



2n 3n 



^+ ] 



genominen wird, meine Chance^ recht zu habend größer ist als 2 
und kleiner als 



1+ 


2^±1 
n 


EaPbl 


1 — 


o«+l 


EaPb'i 



n 

Denn nach Art. 11. ist, wenn wir den hier angeschriebenen 
Wert von 2 in Rechnung ziehen, das Verhältnis 

RdfQ:ÄGFH=2. 
Aber nach Art. 8. ist 

DdfF:>RdfQ 
und nach Art. 12. 

DdfF:RdfQ<\l + 2'^!^^ Ean^y.{l^2'^^ 

Hiemach ist klar, daß das Verhältnis 

1+2 Vlltl EaPb^ 
DdfF:AGFH>2 und <-S ^ 

1-^2^^-^EaPb^ 
n 

ist. Aber wie aus Lehrsatz 10 in dem vorhergehenden Aufsatze 
hervorgeht, ist die Chance, daß die Wahrscheinlichkeit des 

P P 

Ereignisses zwischen — und — + r liegt (d. h. zwischen dem 
n n ^ 

Verhältnisse von Ad: AH und dem von Af\AH)y das 

Verhältnis 

DdfF\AGFH. 
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Demnach ist die Chance, daß ich recht habe, 

n 

Auf gleiche Weise findet sich zweitens unter denselben 
Voraussetzungen, wenn ich urteile, daß die Wahrscheinlichkeit 

zwischen — und — — r liegt, die Chance, daß ich recht habe, 



< 2 und > 3 



n 
n 



Dies ist ebenso wie der vorige Fall einleuchtend, weil 

DdcG<CRdfQ 
ist, aber das Verhältnis zwischen diesen Flächen 

gefunden wurde. 

Wenn drittens unter im übrigen gleichen Voraussetzungen 
p^ q ist, und ich urteile, daß die Wahrscheinlichkeit des Er- 

P P 

eignisses zwischen ~ und — + r liegt, so ist die Chance, daß 
n n ^ ' 

ich recht habe, 

< ^ und > 2 ^ 



n 

Wenn ich dagegen urteile, daß die Wahrscheinlichkeit 

P P 

zwischen — und — — r liegt, so ist meine Chance 



n 

>2und<2 -^- 

l-2-!^-^^EaPb9 



3* 
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Wenn jp = g, ist meine Chance, auf welche von den 
beiden Arten ich urteile, immer genau = 2, Diese Zusätze 
können auf dieselbe Weise bewiesen werden wie die vorher- 
gehenden Fälle, wo q'^p ist, oder sie können auch aus dem 
vorher Bewiesenen gefolgert werden, indem man das Eintreten 
eines Ereignisses als dasselbe ansieht wie das Ausbleiben seines 
Gegenteils und umgekehrt. 

Viertens, wenn ich unter übrigens gleichen Voraus- 
setzungen, mag nun q'^ oder <Cp sein, urteile, daß die 
Wahi'scheinlichkeit des Ereignisses zwischen 

— + r und r 

n n 



liegt, so ist meine Chance 



• ^ 



23 



> und < 

n ' n 

Dies ist eine sofort einleuchtende Folgerung aus den schon 
erledigten Fällen. Hier ist wieder, wenn ^ = g', meme Chance 
genau = 22, 

[Die abgeleitete Regel II. bedarf noch einer weiteren Um- 
formung, denn ihre Anwendung kann, wenn n eine große Zahl 
ist, erhebliche Schwierigkeiten bieten, da dann in ihr Produkte 
mit sehr vielen Faktoren vorkommen. Es wird deshalb im 
folgenden zunächst versucht, für den Faktor der Reihe in dem 
Ausdruck von 2 brauchbare Näherungswerte, die bei sehr 
großem n gelten, abzuleiten.] 



Drittes Stück. 

(Philoßophical Transactions, Vol. 53, p. 401—403.) 

[1. Der Koeffizient E des Gliedes mit a^b^ in der Ent- 
wicklnng von {a + b)^ ist sehr umständlich zu berechnen, wenn n 
eine große Zahl ist. In diesem Falle läßt sich aber von der 
Formel Gebrauch machen, die Stirling für die Fakultät großer 
Zahlen gegeben hat, und welche (unter der Voraussetzung, daß 
n eine große Zahl ist) folgendermaßen lautet: 

. 1 . 2 . 3 • . • W = y27t . / 2 . e " + 12 n 360 «» + 1260 n«^ * * '^ 

wobei 7t das Verhältnis des Ereisumfanges zum Ereisdnrch- 
messer und e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. 
Nun ist 

P_ 1-2.... n 

1 . 2 ..-i?. 1 . 2...(?' 

also wird, wenn n und ebenso p und q sehr große Zahlen sind, 
mit großer Annäherung 

JL _ 4.11 LI 

V27rw" 2 ß - + 12 n 360 n3"- 

E ■= 



j_ \^ 4-il _ 4.11 



Dieser Ausdruck aber reduziert sich, da 
ist, auf 



p -\-q=i n und a = — , fc = ^ 



w w 






wenn S die Reihe bezeichnet 



12\n p q) 360\n^ p^ q^J 
^1260\?*^ p^ q^J 
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[Von dieser Reihe sind nur wenige Glieder zu nehmen, 
um eine genügende Genauigkeit zu erreichen. Aus dem an- 
geschriebenen Werte von E] folgt: 



2. Die Reihe die in dem für 2 gegebenen Ausdrucke vor- 
kommt, ist der direkten Ausrechnung zugänglich, wenn 

mr<C 1 

ist. Nimmt aber mr einen größeren Wert an, so ist ein 
anderes Verfahren einzuschlagen, den Wert der Reihe zu finden. 
Es ergeben sich dann zwei voneinander sehr wenig verschie- 
dene Werte, zwischen denen der wirkliche Wert der Reihe liegt. 
Zu diesen Werten gelangt man auf folgende Weise. Wir be- 
zeichnen den Wert der Reihe mit i?, nehmen [also 

m^r^ , w — 2 m^r^ (n— 2)(n — 4:) m^r'^ 

R = mr — — ^ — — — '- ^ — 

3 ' 2w 5 2n3n 7 

oder für u = mr 

<i/3 ^ — 2 u^ 



R = u — -- 



3 ' 2n b ' 

dann wird 

:S='L±l.yM.EaPbO.R, 
n Vn 

oder wenn wir den gefundenen Wert ftlr EaPb^ einsetzen, 

^ • — -=:= & . 

3. Wir nehmen nun insbesondere j? = g' = — an, dann 

ergibt sich, daß, wenn ich urteile, die Wahrscheinlichkeit des 
Ereignisses liege zwischen 

P P 

— + r und — — ?• d.h. zwischen ^ +r und i — ^ , 
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die Chance, daß ich recht hahe, genau =22 ist^ wie wir in 
den Znsätzen zu Regel U gesehen haben. Wir finden jetzt 
aber für den entgegengesetzten Wert der Reihe S] 

2« — i 2^ — 1 2^ — 1 

2n 360 w' "^ 1260n'^ 

und wollen die Zahl, deren natürlicher Logarithmus diesen 
Wert hat, mit H bezeichnen. [So wird der obige Ausdruck 
für 2 

n ' y^' H* 

4. Es muß aber die Chance, daß ich mit meiner Ver- 
mutung recht habe, eine Verhältnis sein, daß höchstens das 
Verhältnis der Gleichheif sein kann und sonst kleiner ist. Die 
Chance ist aber 2^, und somit findet sich 

2:^Si 

oder 



woraus folgt 



— 2 n+1 



Das Gleichheitszeichen tritt ein, wenn ich vermute, daß 
die Wahrscheinlichkeit zwischen und 1 liegt, denn dann ver- 
wandelt sich die Vermutung in Gewißheit, die Chance ist also 
durch das Verhältnis der Gleichheit gegeben. So ergibt sich, 
daß 

2 n+1 
wird, wenn 

genommen wird. Es ist aber hier 



m oder V- — = V2n, 
^ 2pq 

em Falle der Wer 
^ mr = ]/| . 



2pq 
und somit wird in diesem Falle der Wert des Argumentes 
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5. Die Beihe E muß der Beziehung genügen 



. V7t nH n \ n I 



^>V 



2 n + 1 n + 2 2u 

Um diese Behauptung zu beweisen, bilden wir die Deri- 
vierte des in der Ungleichung auf der rechten Seite stehenden 
Ausdruckes. Dieselbe wird 



\ n j '^ n + 2 2u^ 



Bilden wir nun die Derivierte der Reihe E nach dem für 
sie gegebenen Ausdrucke, so ergibt sich 



' 2n 2n 4n ^ 



oder 



n 



(-?) 



Der zuerst gefundenen Ausdruck ist aber immer größer 
als dieser letztere, wenn 



0<M< 



1/f 



ist, und wir wollen nur solche Werte von w, die innerhalb 
dieser Grenzen liegen, in Beti'acht ziehen. Dann ist sonach 
die Derivierte des in der Ungleichung rechts stehenden Aus- 
di*uckes größer als die des links stehenden E. An der Grenze 



«=i/| 



aber werden die beiden Ausdrücke einander gleich, 
der rechts stehende erreicht also , wenn w bis y -^ wächst, 
den gleichen Endwert wie die Reihe i2, indem er immer 
stärker zunimmt als diese; er muß also, solange w< [/-ö-> 
fortgesetzt kleiner sein als die Reihe E, 
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6. Die Reihe muß weiter der Beziehung genügen 

Denn bilden wir die Derivierte des rechts stehenden Ausdruckes, 
so ergibt sich 

\ n J (w + 2)(w + 4) .4w* 

Dieser letztere Ausdruck ist aber unter den angegebenen Be- 
dingungen immer kleiner als die Derivierte der Reihe R 

n 



(-^) 



Da nun für den äußersten Wert u = y -- R gleich dem 

' 2 

rechtsstehenden Ausdrucke wird, dieser letztere also den 
gleichen Endwert wie B erreicht, indem er langsamer zu- 
nimmt, so muß er fortgesetzt größer als R sein, und die Un- 
gleichung ist bewiesen. 

7. Wenn wir auf dieselbe Weise fortfahren, erkennen wir 
folgendes:] Bilden wir die Reihe 

VTc nH n \ n I 

2 ' * n+l "~ n+2 2Ü 



• (w + 2) (w + 4) . 4^3 (n + 2){n + 4)(n + 6) • 8 w«^ ' 

so erhalten wir einen Näherungswert für die Reihe i?, indem 
wir die vorstehende Reihe bis zu einem bestimmten Gliede 
auswerten. Jenachdem dies letzte Glied das Vorzeichen + oder 
— hat, ist der gefundene Näherungswert größer oder kleiner 
als der wahre Wert der Reihe R, 
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8. Wenn wir die so ermittelten Näherungswerte für R in 
den Ausdruck für 22 einsetzen, für Ecflß den in Art. 1. 
gefundenen Wert einführen und noch 

machen, so [finden wir, indem wir uns auf die beiden ersten 
Glieder der die Näherungswerte liefernden Reihe beschränken, 

22 V27tpq . h 



n 

*L y^'n + 2' mr\ n j y 

und indem wir die ersten drei Glieder nehmen, 



22 V27tpq ' h 



2'l±lEaPbQ y27tpq^h{ni + n-i) 



\h^-L ^ + ^ 



Vtt w + 2 mr \ w / 

n 

1 n n + 1 1 / 2 mVn *"*"']. 

Ktt ^ + 2 w + 4* 2mV»\ w / J 

So] erhalten wir als Umformung der Regel II die folgende 



Begel IIL 

Wenn von einem Ereignisse nichts bekcmnt isty als daß es 
hei I? + g oder n Versuehen p mal eingetreten v/nd q mal aus- 
geblieben ist, wnd ich hiernach schließe, daß die Wahrscheinlich- 
keit seines Eintretens bei einem einzelnen Versuche xvnschen 

P -, V 

— + r und r 

n n 

liegt, so ist m^eine Chance, recht xu hohen, 

n 
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und 



< 



V27tpq'h r^ 1 n+l 1 / 2mVn *'^' 

y27tpq — h[ni + n''i) L ]/^ n+2' mr\ n } 



1_ n n + 1 1 /^ 2mV«\« 
j/^r w+2 w + 4 2m' 



+ 77= 






w;o nij 7t j h vmd H für die hereitß erklärten Größen stehen. 



W^^^WW^MM^W 



Anmerkimgen. 



Die Bedeutung der vorstehend mitgeteilten Abhandlung geht 
aus ihr selbst so klar hervor, daß es kaum nötig ist, sie aus- 
führlich auseinander zu setzen. 

Die Darstellung Bayes' zeigt eine überraschende Beherr- 
schung der mathematischen Hilfsmittel, sie ist in dem strengen 
Stile der alten Mathematiker gehalten und von einer schönen, 
abgerundeten Ausführlichkeit^ die jeden Kommentar entbehrlich 
macht. 

Ihr Verfasser ist kein Berufsmathematiker gewesen. Er 
war Geistlicher und gehörte den Nonkonformisten an. Sein 
Vater, Joshua Bayes^ war seit der üniformitätsakte der erste 
Prediger der Dissenters, der eine öffentliche Stellung bekleidete. 
Thomas Bayes selbst war eine Zeitlang Assistent seines Vaters an 
der Kirche in Leather Laue zu London. Später lebte er, scheint 
es, zu Tunbridge -Wells in der Grafschaft Kent. Er muß als 
Mensch und Gelehrter wohl angesehen gewesen sein. Von 1741 
bis zu seinem Tode im Jahre 1761 gehörte er der Royal Society 
an. Nach seinem Ableben betrauten seine Angehörigen Price 
mit der Durchsicht seiner hinterlassenen Papiere, in denen 
verschiedene Gegenstände behandelt waren, deren Veröffent- 
lichung ihm aber seine Bescheidenheit verboten hatte. (Memoirs 
of the Life of the Rev. Richard Price. By William Morgan, 
1815.) So ist eine der merkwürdigsten mathematischen Ent- 
deckungen erhalten geblieben. In dem Maße, wie man später 
die Bedeutung dieses Satzes erkannte, hat man sie leider auch 
verkannt. Es hat sich im Laufe der Zeit eine Domenhecke 
von Unklarheiten und Mißverständnissen darum gezogen. Aber 
an Bayes liegt die Schuld nicht, daß diese Mißverständ- 
nisse aufgekommen sind, sie sind wesentlich in Laplaces Dar- 
stellung (M^moires prösent^s par divers savants, tome VI, 1774) 
begründet. Was Bayes sagt, ist deutlich und einwandsfrei, alle 
Angiiffe, die das Bayes »che Theorem erfahren hat, passen 
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nicht auf die Form, in der es Bayes selbst aufstellt und be- 
gründet. Deswegen ist es ein Tribut der Gerechtigkeit, den 
wir ihm entrichten, wenn wir den Wortlaut seiner Arbeit 
wiederholen, und so mag man diese Neuausgabe der einzigen 
Schrift, die Bayes^ Namen der Nachwelt überliefert hat, ansehen 
als ein kleines Denkmal für diesen Denker, der still und be- 
scheiden seine eigenen Bahnen gewandelt ist. 

1) Zm S, 4 (Definition 5). Die hier gegebene Definition 
der Wahrscheinlichkeit kann befremdlich erscheinen, da sie den 
Begriff der sogenannten mathematischen Erwartung zugrunde 
legt. In dieser Weise hat aber schon Huygens (De ratiociniis 
in ludo aleae) die mathematische Wahrscheinlichkeit definiert. 
Wir sind gewohnt, umgekehrt die mathematische Erwartung e 
mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, indem wir 

setzen, wenn v die Größe des mit der Wahrscheinlichkeit tu 
erwarteten Gewinnes ist. Bayes dagegen definiert: 

e 

w = —' 

V 

Er garantiert sich so von vornherein einen unbeschränkt vari- 
ablen Wahrscheinlichkeitswert, der bei der Zurückführung des 
Begriffes auf die Unterscheidung der gleich möglichen Fälle 
nicht unmittelbar gewonnen werden kann. Auch sonst erweist 
sich ihm gerade die gewählte Definitionsart von Nutzen. 

Die Lehrsätze 1 und 6 sind die gewöhnlichen Sätze von 
der Addition und Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten. Daß 
Bayes sie gibt, geschieht nur zur Abrundung der Darstellung. 
Es ist daraus nicht bei ihm auf eine mangelhafte Literatur- 
kenntnis zu schließen. Im Gegenteil scheint seine Arbeit aus 
demi Studium von Moivres Doctrine of Chances hervorgewachsen 
zu sein. Die neue Wendung aber, welche die Ideen bei Bayes 
nehmen, zeigt sich schon in Lehrsatz 3. Grundlegend für seine 
Betrachtungsweise ist die Scheidung der zusammenhängenden 
(subsequent) und unabhängigen (independent) Ereignisse. Vor- 
her hatte das Interesse den letzteren gehört, auf die ersteren 
hat Bayes zuerst die Aufmerksamkeit hingelenkt. 

2) Zu S, 9 (Lehrsatz 6). Dieser einfache Lehrsatz, auf 
den der vorhergehende Lehrsatz 4 eine vorsichtige Vorbereitung 
ist, bedeutet den entscheidenden Schritt. Der mit der Chance 
eines Spielers gleichbedeutende Begriff der mathematischen 
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Wahrscheinlichkeit war zunächst immer anf zukünftige Ereig- 
nisse bezogen worden. Hier handelt es sich nun um die Wahr- 
scheinlichkeit eines schon entschiedenen Ereignisses. Bayes* 
Überlegung beruht auf einem Gedanken, der sich im allerein- 
fachsten Falle wie folgt klarlegen läßt: Sechs Spieler würfeln 
mit einem Würfel und setzen jeder auf eine Nummer. Dann 
haben sie alle gleichviel einzusetzen. Nun nehme man an, 
der Würfel sei schon gefallen, liege aber verdeckt auf dem 
Tisch. Ändern sich dann ihre Einsätze? Offenbar nicht. Die 
gleiche Schluß weise liegt auch hier vor. Das gewonnene 
Theorem wird der Formulierung, die es später erhalten hat, 
besser angepaßt, wenn das erste Ereignis, mit einem von Bayes 
selbst herrührenden Ausdruck, als eine Reihe von Umständen 
(circumstances) angesehen wird, die dem zweiten Ereignisse 
vorhergehen oder es begleiten. Es handelt sich dann um die 
folgenden drei Wahrscheinlichkeiten: 

1. Wahrscheinlichkeit w;, daß d^s Ereignis mit diesen be- 
gleitenden Umständen eintritt, 

2. Wahrscheinlichkeit TF, daß das Ereignis überhaupt 
eintritt, 

3. Wahrscheinlichkeit ^, daß, wenn das Ereignis ein- 
getreten ist, auch die in Rede stehenden Umstände 
vorgelegen haben, 

und Bayes* Theorem drückt sich in der Formel aus 

w 

Die direkte Zurückführung dieser Formel auf die Definition 
der Wahrscheinlichkeit als Verhältnis der Anzahl der günstigen 
Fälle zur Anzahl der möglichen Fälle hat gut und gründlich 
V. Kries (Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Frei- 
burg 1886) behandelt. 

3) Zu S. 10. Man halte die vorsichtige Formulierung 
Bayes*: »Infolge gewisser Umstände entsteht eine Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß ein Ereignis eintritt«, zusammen mit der 
durch Laplace eingeführten Ausdrucksweise, nach der jene Um- 
stände die »Ursache« dieses Ereignisses heißen. Man kann nicht 
umhin, hierin mit Stumpf (Sitzungsberichte der bayerischen 
Akademie, Phil. Klasse, 1892) »eine umständliche und ganz 
übei-flüssige Verkehrung des Sprachgebrauchs« zu sehen, die 
auch dann nicht an Berechtigung gewinnt, wenn man, wie 
z. B. Bertrand (Calcul des probabilitös, Paris 1889) es tut, 
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eingesteht, das Wort Ursache (cause) werde hier in einem 
andern Sinne als gewöhnlich gebraucht. Dem Worte »Hypo- 
these«, das Stumpf statt »Ursache« gebraucht wissen will, 
möchte ich aber den Ausdruck »Entstehüngsmodus«, den 
V, Kries vorschlägt, noch vorziehen. 

4) Zu S. 12 (1. Annahme). Die hier gemachten Voraus- 
setzungen sind fast vollkommen erfüllt, wenn eine genau nivel- 
lierte Platte auf freiem Felde bei einem Hagelschauer auf- 
gestellt wird. Zu beachten ist aber, daß die zwei Dimensionen 
der Platte bei der JSa^/^ sehen Konstruktion keine Kolle spielen. 
Vielmehr denkt Bayes sich das Quadrat in Parallelstreifen 
zerlegt, und es handelt sich nur darum, auf welchen dieser 
Parallelstreifen die Kugel fällt. 

Ist die Länge der Quadratseiten gleich 1, dx die Breite 
der Streifen, so wird die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
auf einen bestimmten der Streifen zu liegen kommt, einfach 
=idx. Man könnte nun, ohne daß an der Schlußfolgerung 
sich etwas Wesentlicbes ändert, auch annehmen, diese Wahr- 
scheinlichkeit sei allgemeiner = /'(a;)c?fl5, wo f[x) irgend eine 
Funktion des Abstandes cc, den der Streifen von einer Quadrat- 
seite hat, bezeichnet. In der Tat würde dies nur eine Trans- 
formation der Veränderlichen x in eine andere y bedeuten, die 
durch die DiflFerentialgleichung 

dy=:f{x)dx 

bestimmt wird. Da das über die ganze Quadratseite erstreckte 
Integral 

sein muß (weil durch dies Integral die Wahrscheinlichkeit, daß 
die Kugel überhaupt auf die Platte fällt, gegeben wird), er* 
gibt sich, wenn man noch y = für x = annimmt, daß 
durch die in Rede stehende Transformation das Quadrat in 
ein anderes gleich großes transformiert wird, auf das man nun 
alle folgenden Betrachtungen bezieht. 

(2. Annahme.) Man kann fragen, was für einen Zweck 
überhaupt das einmalige Werfen der Kugel W hat. Es dient 
zunächst dazu, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M fest- 
zulegen. Statt die Kugel W zu werfen, könnte man auch die 
benutzte Parallele os zu der Quadratseite nach Willkür ziehen. 
Was durch die gewählte Formulierung aber mehr ausgedrückt 
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wird) ist, daß das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit empirisch 
ermittelt werden soll, erst dnrch ein anderes Ereignis bestimmt 
wird, das nur dann bekannt wird, wenn die Wahrscheinlichkeit 
des dadurch bestimmten Ereignisses ermittelt ist. Die Ermitte- 
lung dieser Wahrscheinlichkeit bedeutet also das Erschließen 
eines unbekannten Tatbestandes aus der Beobachtung von Er- 
eignissen, die durch jenen bestimmt sind. Dabei wird voraus- 
gesetzt, daß man in jedem einzelnen Falle entscheiden kann, 
ob das von dem unbekannten Tatbestande abhängige Ereignis 
eingetreten ist oder ^ nicht. Der Sachverhalt wird klarer, wenn 
die jBai/essche Konstruktion durch das Beispiel einer Urne 
ersetzt wird, in der schwarze und weiße Kugeln gemischt 
enthalten sind. Das Mischungsverhältnis der schwarzen und 
weißen Kugeln bedeutet dann den unbekannten Tatbestand, 
das Ziehen einer schwarzen oder weißen Kugel das abhängige 
Ereignis, und hier ist sofort klar, daß sich entscheiden läßt, 
ob das abhängige Ereignis eingetreten ist oder nicht, ohne daß 
man den bestimmenden Tatbestand kennt. Die Bayessche 
Konstruktion läßt sich aber leicht so abändern, daß sie den- 
selben Vorteil bietet. Denkt man sich einen oben offenen, 
quadratischen Kasten, in den eine Schublade hineinpaßt, denkt 
man sich femer die Schublade etwas herausgezogen, und nun 
lasse man die Kugeln von oben in den Kasten fallen und be- 
obachte jedesmal, ob die Kugel in die Schublade fällt oder 
nicht, dann ist die Aufgabe: aus der relativen Häufigkeit der 
Fälle, in denen dies eintritt, zu erschließen, wie weit die 
Schublade herausgezogen war. So bewahrt man den großen 
Vorzug der unbeschränkten Variabilität, den die Wahrschein- 
lichkeitswerte in der Bay es seihen Konstruktion darbieten. Es 
muß aber wohl beachtet werden, daß von dem bestimmenden 
Tatbestand nichts ermittelt wird als die Wahrscheinlichkeit, 
die es dem abhängigen Ereignisse erteilt. Was also gefunden 
wird, ist in jedem Falle nichts anderes als die Wahrscheinlich- 
keit des abhängigen Ereignisses, und bei dieser Bestimmung 
ist vorausgesetzt, daß ihm eine bestimmte, von Fall zu Fall 
nicht wechselnde Wahrscheinlichkeit zukommt. Wenn der be- 
stimmende Tatbestand eine solche Wahrscheinlichkeit garan- 
tiert und von ihm nichts unbekannt ist als der Grad von 
Wahrscheinlichkeit, den er dem abhängigen Ereignis verleiht, 
so läßt sich aus den Beobachtungen dieses Ereignisses jede 
Wahrscheinlichkeit mit größerer oder geringerer Sicherheit, 
aber in keinem Falle mehr ermitteln. 
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5) Zaa S, 13, Ich habe mich nicht für berechtigt gehalten, 
die umständliche Ausdrucksweise der alten Proportionenlehre, 
die hier angewendet wird, abzuändern, um der Beweisführung 
nicht ihr charakteristisches Gepräge zu nehmen. Inverse Kom- 
position bedeutet, daß man aus der Formel 

x:y = a:b 

die Formel 

05 : (aj + 2/) = ^ • (^ + ^) 
ableitet. 

6) Zu S. 17. Das Verhältnis der Fläche AiBznACy von 
dem Bayes hier spricht, läßt sich wie folgt bestimmen. Wird 
die Quadratseite AB=1 genommen, so ist der Quadratinhalt 

AG=1. 

Die Ordinate der Kurve für die Abszisse x hat den Wert 

y = ExP{l—x)9 
und hierbei ist 



E-. 



p\q\ 



Somit ergibt sich der gesuchte Flächeninhalt 
1 1 



Ai 



B=Jydx = ^^±^JxP{l-x)Ux. 





Dies Integral wird unten ausgeführt, es findet sich 
^.^^AiB^{p + q)\ p\q\ 



AG p\q\ (^ + 5+1)! 

p + q+1 ~ ri + l ' 
Dies wird später (Art. 4, S. 22) benutzt. 

7) Zu 8. 18, Dieses Scholion ist für die richtige Auf- 
fassung des nun folgenden Bayes sehen Theorems von großer 
Wichtigkeit. Die Angriffe und Mißdeutungen, denen das Theo- 
rem ausgesetzt gewesen ist, erklären sich zum großen Teil 
aus der Nichtbeachtung des hier Gesagten. Bayes hat durch 
seine Definition des unbekannten Ereignisses die Grenzen deut- 
lich bezeichnet, innerhalb denen das Theorem gültig ist. Daß 
diese Grenzen enger sind als die Ausdehnung, die man in der 
Folgezeit dem Theorem zu geben suchte, ist nicht seine 

Ostwalds Klassiker. 169. 4 
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Schuld. Um das eklatanteste Beispiel zu nennen, der Aufgang 
der Sonne ist gewiß kein unbekanntes Ereignis in Bayes^ Sinne. 
Für Bayes ist es genug, an einem realisierbaren und charak- 
teristischen Beispiele die Bedingungen des Lehrsatzes festgelegt 
zu haben. Wie weit sich derselbe auf Fälle des praktischen 
Lebens anwenden läßt, bleibt bei ihm eine offene Frage, so 
sehr ihn auch alles drängt, sie bejahend zu beantworten. 

8) Zu S. 19 (Lehrsatz 10). Die umständliche geome- 
trische Formulierung dieses Lehrsatzes, der das jöa^essche 
Theorem darstellt, wird vermieden, wenn man die Bezeich- 
nung der Integi'alrechnung anwendet. Setzt man -4 // = 1 , 
also Ä = 1 — X und, wie es später geschieht, Äc = x^ Äf=X^ 
so gibt der Lehrsatz den folgenden Wert für die Chance w 

X 

fxP (1 — x)Ux 



Jx^[l—xfdx 



In dieser Form wird das 5a?/essche Theorem gewöhnlich ge- 
geben. Um Bayes* Darstellung zu verstehen, muß man sich 
erinnern, daß in England die Integralbezeichnung verpönt war, 
weil ihr Urheber Leihnix als Plagiator Newtons galt. Des- 
halb hielt man an der unendlich umständlichen geometrischen 
Ausdrucks weise fest, und es ist bei dem einzelnen, so auch 
bei Bayes^ kaum zu sagen, wie weit er die kontinentale Mathe- 
matik überhaupt gekannt hat. 

9) Ziu S. 21. Die in Art. 1 gegebene Formel bedeutet, 
daß das Integral 

lxP(l — a:)9tZa: = ^--— — g^— -^ + ^--^-3-^- • • 
J^ ^ jp + 1 i? + 2' 2 ^+3 



wird. 

10) Zm S. 22. Die in Art. 2 abgeleitete Formel läßt sich 
auch auf folgende einfache Art gewinnen. Durch partielle 
Integration ergibt sich 
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Weiter auf dieselbe Weise 



X 



(l—x)^-''dx 



P + 2 P + V 





Fährt man so fort, so erhält man: 



/- 



X (1 x)dx- ^_^^ + (^_^jj(^_^2^ 



b + llb + SJbH-S) 

xt gegebene Formel, 
autet: 

g(g — 1). ..3.2.1 -xP^^- 



Dies aber ist die im Text gegebene Formel. Das letzte Glied 
der Reihenentwicklung lautet: 



Dieses Glied bleibt allein übrig, wenn man die obere Grenze 
des Integrals = 1 nimmt, und so ergibt sich: 



1 

r^p/i —^\Q^^— 1 . 2 . . . (g— 1)^ 



\xP(l—x)9dx = - 





Setzt man diesen Wert in die Formel für die Chance w, daß 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses zwischen x und X liege, 
ein, so ergibt sich 

X 



- = Hr.T--K(^-^)^^- 



^UxP(l^i 



11) Zu S. 24ff. (Die ^ai/essche Kurve). Wir wollen 
die Kurve, deren Gleichung lautet: 

y = cxV[l — xf, 

4* 
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wenn c eine beliebige Konstante^ 'p^ q ganze Zahlen bedeuten, 
einfach als J^a^/essche Kurve bezeichnen und der Übersicht- 
lichkeit wegen ihre Haupteigenschaften, die zum Teil auch von 
Price angegeben sind, hier zusammenstellen. 

Die Kurve ist vom Typus der allgemeinen Pai*abeln und 
vom kurventheoretischen Standpunkte eine algebraische Kurve 
der Ordnung p -\- q=in mit einem [n — 1) fachen Punkte, der 
nach der Richtung der 2/ -Achse zu in unendlicher Entfernung 
gelegen ist. 

Die Kurve berührt die a; -Achse p — Ifach im Koordinaten- 
ursprung [x = 0) und q — 1 fach im Punkte a? = 1. Für die 
gegenwärtige Untersuchung kommt nur das Kurvenstück in 
Betracht, das über der Strecke der aj-Achae von a; = bis 
x = l liegt. Für diese Strecke ist y immer positiv. 

Wir bilden nun 

dx ^ V.^ 1 — 35 j 

und sehen sofort, daß die Kurve zwischen x = und a; = 1 
ihren höchsten Punkt erreicht, wenn 



L 
x 



ist, also ' 

Setzen wir nun 



n 
dx' ~^' 



so ergibt sich auf einfache Weise die quadratische Gleichung 
für X 

n{n — l)x''^2p{n—l)x + p{p — 1) = 0, . 

indem wir die Werte x = und x=l hier nicht berück- 
sichtigen. Nennen wir die Wurzeln der quadratischen Gleich- 
ung x^ und ajj, so wird 

^i + ^i ^P ^j — ^^ ^ 1 l/_J'?__. 
2 ?^' 2 n ^ n— 1 

Also besitzt das Kurvenstück zwischen x = und x = l 
immer zwei Wendepunkte^ die von der größten Ordinate nach 
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beiden Seiten gleich weit entfernt sind, und zwar ist die Grösse 
dieses Äbstandes 



1 T/ P^ 
n ^ n — 1 



Verschieben wir das Koordinatenkreuz längs der a^-Achse, 
bis die größte Ordinate der Kurve in die «/-Achse fällt, und 
nennen r die neue Abszisse, so wird 

x=ia + r, 1 — a; = ö — r, 
wenn 

a=^~, b = ~. also a + ft = l 

n n 

angenommen wird. Dann wird die Gleichung der Kurve 

indem y^=ca^b^ die Maximalordinate bezeichnet. 

Bayes führt nun eine Mittelkarve ein, die durch die 
Gleichung gegeben ist: 



'.('-t 



Diese Mittelkurve hat die charakteristischen Eigenschaften, daß 
sie 1. symmetrisch bez. ihrer Maximalordinate ist, und 2. ihre 
Wendepunkte in denselben Ordinaten liegen wie die der vor- 
gelegten Kurve. 

Bayes beweist dann, daß, wenn y und y, zwei Ordinaten 
der letzteren Kurve sind, die zu entgegengesetzt gleichen 
Werten von r gehören, und y' die Ordinate der Mittelkurve, 
die zu denselben Werten von r gehört, 

für p<q\ yf<y'<y, 

für p>q: y,>y'>y 

wird, indem y die zu positivem r gehörende Ordinate bedeutet. 
Bilden wir die logarithmische Derivierte von der Ordinate y 
der 5a^c« sehen Kurve, so ergibt sich 

dlogy 
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Ist nun n sehr groß, r sehr klein, so wird angenähert 
dlogy 



#-^(•+9] 



dr 

a + ^ f^r 

ab a&* 



nr 



und hieraus folgt, da für r = 2/ = 2/o wird, durch Inte- 
gration 

n « 
" 2 a & * 

Anderseits wird, wenn n sehr groß, die Ordinate der Mittel- 
kurve 



mit 


großer 


y' = y 

Annäherung 


.(- 


2 

n 


wr*\T 
■ 2äb} 

„ 9 






y'- 


= ^0 


• e 


lab ** 



2i"«r:r^=^ + y + T + -7- + 



Also wird für sehr großes n 

y = y\ 

die 5a2/ßssche Kurve fällt mit der Mittelkurve zusammen. 
12) Zu S. 27 unten. Gemeint ist die Reibenentwicklung 

Diese folgt aus den Reihen 

X* a;' X* 
log(l-a;) = -a;--— g— ^ 

durch Subtraktion und war schon vor dem Tat/Zor sehen Lehr- 
satze, aus dem die letzten Reiben eine einfache Folge sind, 
in England bekannt. Die erste dieser beiden Reihen z. B. 
leitete man wohl durch gliedweise Integration aus der ein- 
fachen Reihe 

- — ; — = 1 — x -4- a;' — 05* + a;* — • • * 
1 + x 

her. — Man beachte, daß r < a <C ^ ist. 
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13) Zni S. 31. Die hier zum ersten Male eingeführte 
Größe 

m= 1/ — - 
r 2pq 

hat später eine große Bedeutung gewonnen, weil sie ein Maß 
für die Genauigkeit der empirischen Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung liefert. Setzt man ein 



. = ^, b = ^ = l-a, 
n n 



so wird 



Y 2all — a)' 



und man sieht, daß die Genauigkeit wie die Quadratwurzel 
aus der Zahl der beobachteten Fälle steigt. 

14) Zu S, 34, Was die in der Formel für 2 vorkommende 
Reihe betrifft, die, wenn wir mr = u setzen, lautet: 

_ u^ , n — 2 u^ n — 2 n — 4 w' , 

3 ^ 2w 5 2n 3w 7 ^ 

und, gerades n vorausgesetzt, im ganzen -^ + 1 Glieder um- 
faßt, so wird später im Text noch benutzt, daß 

dB 1^ 2^** 



lu \ n f 



Weil ferner für w = auchi? = wird, läßt sich schreiben: 



-/(-?r 





16) Zu S. 36. Nach Bayes^ Auffassung wird das Resultat, 
das aus der Beobachtung des Eintretens und Ausbleibens eines 
Ereignisses in einer Anzahl von Fällen für die Wahrschein- 
lichkeit dieses Ereignisses sich ergibt, vollständig repräsentiert 
durch die von ihm eingeführte Kurve, deren Ordinaten y =" cp{x) 
sind, wenn 
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gesetzt wird, woraus 



1 

lg){x)dx= 1 





folgt. 

Der wahrscheinlichste Wert der Wahrscheinlichkeit ist der 
Wert der Abszisse, für den die zugehörige Ordinate ein Maxi- 
mum wird, nämlich der Wert 

P 

Statt des wahrscheinlichsten Wertes kann man, um 
einen abgekürzten Ausdruck des durch die Beobachtungen 
gelieferten Resultates zu haben, auch den mittleren Wert x^ 
wählen, der durch die Gleichung 

1 
Xf^=l xq)(x)dx 



definiert ist. Führt man das Integral aus, so ergibt sich 





oder 



b + g + 1)! b + l)!g! 



p + q + 2 



Die Bedeutung dieses Ausdruckes kann nach Bayes keine 
andere als die soeben angegebene eines Mittelwertes sein. 
Dagegen kann nur von einer bestimmten Wahrscheinlichkeit 
des Ereignisses die Rede sein, die sich von Versuch zu Ver- 
such (oder von Fall zu Fall} nicht ändert, mit Sicherheit 
aber aus den angestellten Beobachtungen allein nicht ermittelt 
werden kann. 

Die weiter gehende Deutung des Wertes x^ als der Wahr- 
scheinlichkeit, daß, nachdem das Ereignis |7 mal eingetreten und 
^mal ausgeblieben ist, es das nächste Mal wieder eintritt, liegt 
— man mag im übrigen über sie denken wie man will — 
außerhalb des ^^es sehen Gedankenkreises. 
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16) Zm S. 37, Die benutzte Formel findet sich in Stirlmgs 
Methodus differentialis (London 1730) auf 8. 135. Sie 
kann in der Form gegeben werden: 

log (w!) = log >^2^ + (w + g- ) l^g^ — ^ + A - + ^4— r- 
(2ä:-2)! (2k]\ 

(0<6<1), 

indem die Koeffizienten durch die Rekursionsformeln bestimmt 
werden : 

^*""2 3!' 

^*~2 5! 3!' 

•^"' 2*7! 5! 3! 
usw. 
W^s Stirling an dieser Reihe neu gefunden hat, ist aber nur 
das konstante Glied log 1^2 yr, das er mit Hilfe der TTaZ/ts sehen 
Formel bestimmt zu haben scheint. Abgesehen von der Form 
dieses konstanten Gliedes hatte schon Moivre die Reihe auf- 
gestellt. Sein Ausgangspunkt war dabei der Zweck, zu dem 
auch hier die Formel benutzt wird : die Berechnung des größten 
Gliedes in der Entwicklung des Binomials [a + &)**. 

11) Zm Seite 43, Die Bayes^che Analyse gestattet die 
moderne Schreibweise des Ausdruckes, dem sich die Reihe R 
bei unbegrenzt wachsendem n nähert, sofort zu finden. Es 
ergibt sich (vgl. 8. 55) 

dR 
dl 
Bei unbegrenzt wachsendem n wird dies 

-z — =6 ^7 

du 
und weil die Reihe i? für w = verschwindet, wird dann 



lu \ n I 



R 



^fe-^'^du. 
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Hieraus findet man weiter auf sehr einfache Art den Aus- 
dnick, dem sich der BayesschQ Wert 22 bei unbegrenzt 
wachsendem »i nähert. Zunächst wird der Ausdruck S (8. 37), 
wenn w, py q sehr große Zahlen sind, sehr klein und demnach 
angenähert 

In dem Ausdruck für 2 kann . nun weiter für sehr großes n 

w + 1 

:= 1 gesetzt werden, und dann erhält man 





^^-y-y^'äu. 


Hierbei ist 






--^2,,^^ 


wenn 


n n 



die Grenzen sind, zwischen denen die Wahrscheinlichkeit ver- 
mutet wird. 

Wenn nun im 4. Zusatz zur 2. Regel (8. 36) der Näherungs- 
wert für das Maximalglied in der Binomialreihe eingesetzt 
wird: 



27rpq^ 



wie er sich aus der Formel auf 8, 38 oben für e^==l ergibt, 
dann findet man für die von Bayes gegebenen Grenzen der 
Chance F mit großer Annäherung: 

-i- T/S) <'-<-(' +1/1)- 

Begnügt man sich mit dem mittleren Wert 22, so läßt sich 
das 5ai/es8che Theorem in der Form aussprechen: 

Wenn von einem Ereignisse nichts bekannt ist^ als daß 
es in einer sehr großen Anzahl n von FäUen pmal eingetreten 
und qmal ausgeblieben isty und ich hiemach schließe^ daß die 
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